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Megbeszéltiik a binaris Hamming kéd egy Uj interpretacidjat és megoldottuk az 5.11 feladatot (kém (izen a tv-n).
Ezek utén feltartuk az ""Ideélis 1001-es' és a hétszogmintdk mélyén rejlé algebrai struktdrékat és megismer-
kedtlink egy polinom-kéddal. A szakkér kddelméleti részének zarasat a Mariner szonda kodjanak leirasa, és
néhany ajanlott olvasmany jelenti.

A 21. szakkor részletezett anyaga

Megjegyzés (binaris Hamming kéd)

Uj interpretéci6t adunk a binaris Hamming kédhoz. Léassuk példaként a 16 db
hétbetiis kddszobdl &ll6 kodot! Ez szolgaltatta az 5.9 "hazudos barkochba™
feladat megoldasét is és ott a I11. konstrukcidban a

1 X1 +1 X+ 1 X3+ 0 X+ 1 X5+ 0 X+ 0 X, =0,
1 X1 +1 X+0: X3+ 1 X+ 0 X5+ 1 X+ 0 %, =0,
1 X1 +0 X+1 X3+ 1 X+ 0 X5+ 0 X+ 1 %x,=0

egyenletrendszer allitotta el6. Az ismeretlenek indexei itt 1, 2, ..., 7; ezek helyett
"beszédesebh”, ha az indexszel a valtoz6 egyitthatéira utalunk:

1 X1 + 1 Xqgo+ 1 Xg1 + 0- Xogz + 1+ Xg10 + 0 Xoz0 + 0 Xg01 = 0,
1 Xgq1 + 1 Xqg0+ 0 Xg1 + 1+ Xogz + 0+ Xg10 + 1+ Xo10 + 0 X012 = 0,
1 Xgq1 + 0 Xqg0+ 1+ Xg1 + 1+ Xogz + 0+ X110 + 0 Xo10 + 1+ Xgo1 = 0.

Tehat a valtozokat xj jel6li, ahol az i, j, k bitek nem mindegyike 0 és ahol xij egyutthatoja az egyes egyenletek-
ben rendre i, j, k. Az elsé egyenletben azok a valtozdk szerepelnek 1-es egyitthatoval, amelyek indexenek elsé
jegye 1-es, a mésodik egyenletben azok, amelyek méasodik jegye 1-es, végil a harmadikban azoknak a valtozdk-
nak 1 az egyiitthatdja, amelyek indexében az utolsé bit 1-es. Az 4bran a valtozokat Venn-diagrammba rendeztiik,
a Hamming kodba a valtozok olyan értékrendszere tartozik, amelynél a hdrom halmaz kézil barmelyikben sze-
replé négy valtozo értékének dsszege zérus (mod 2).

Ehhez hasonléan adhatjuk meg az altalanos esetben is a binaris Hamming kédot. Anndl a kédnal, amelyben a
szavak hossza, az egyenletek szdma és a kddszavak szdma rendre

2f _1 r 22r—l—|'
a valtozokat r hosszU binéris sorozatokkal indexeljik (a csupa 0 sorozatot nem engedjik meg indexként) és az i-

edik egyenlet azt fejezi ki, hogy azon valtozok értékeinek ¢sszege, amelyek indexében az i-edik jegy 1-es, zérus-
sal egyenlé (mod 2).

5.11 (Juhasz Istvantdl és Szegedy Balazstol is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszag televizidjanal dolgozik. Esténként alkalma van az adasba kerilé 8x8-as fekete
fehér tabla egyetlen mezdjének szinét megvaltoztatni. Nem feltétlendil sziikséges valtoztatnia. Sajnos sohasem
tudja elére, hogy milyen mintazatd lesz a 64 mezg, amikor eléje keriil. Hanyféle informéciét tud igy kildeni a
TV-n keresztll?

I. Megoldés

Tekintstink egy lehetséges informéaciét! Legyen pld u; az az informacio, izenet, hogy "tdmadas varhat6 észak-
rél". Az lizenet vevéjénél és az azt kdzvetité kémnél kell lennie egy a dekddolast illetve a kodolast segité irat-
nak, amelyben fol van sorolva, hogy az u; izenetet mely sakktablaszinezések jelentik. Bonyolult lenne mindig
lerajzolni a sakktablat. Ehelyett rakjuk inkabb sorba a 64 mezét, és minden sakktablaszinezésnek feleltessiink
meg egy-egy 64 hosszlsagu 0-1 sorozatot, pld O jelentheti a fehér szint, 1 a feketét. Ha a sorozat 11. eleme 1-es,
akkor a megfeleltetett szinezésben a sakktabla 11. mezéje fekete. Az u; lizenetet ezek utan a 64 hosszlsagu 0-1
sorozatok egy U; részhalmaza tovabbitja. Megprébaljuk meghatérozni egy megfelelé U, részhalmaz tulajdon-
s4gait.

Az u; Uzenetet el kell tudnia kildeni a kémnek, barmilyen minta is kerdl elé. Ez azt jelenti, hogy barmely 64
hosszusagu 0-1 sorozathoz talalhaté U;-ben azzal teljesen megegyez6 vagy téle csak egy helyen eltéré sorozat.
Maésképpen:

1) az U, elemei koré irt 1 sugard Hamming gombok lefedik az 6sszes 64 hosszsagu 0-1 sorozatot.
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Tudjuk, hogy barmely 1 sugarid Hamming gdmbben éppen 1 + 64 = 65 elem (0-1 sorozat) van, ésszesen pedig

2% darab 0-1 sorozat van. Ennek alapjan, ha az U,-ben szereplé 0-1 sorozatok szama ny, akkor n; - (64 + 1) >

2%, Ebbgl (mivel 65 nem osztja 2°%-t) n; > 2°4/65. Ez barmely informaciora igaz, és az dsszes informéciéhoz

tartozo dsszes szinezések legfeljebb 2°%-en vannak, igy ha 8sszesen k-féle informaciot kiildhetiink, akkor
k-2%/65<n; +ny + ... + n < 2%

azaz k < 65.

Megmutatjuk, hogy 64 informaci6 atkildése lehetséges. 64 helyet prébélkozhatunk 1, 2, 4, 8 mezdvel, ezekben
az esetekben a kém altal elkildhet6 informéaciok szama 1, 2, 4, 8, és viszonylag konnyi is megtalalni a szineze-
sek, illetve a 0-1 sorozatok megfelel U; részhalmazait. Az altalanositas azonban nehezen észrevehetd. Ennek
oka az, hogy tul sok szabadsagunk van, valéjaban a fenti esetekben mindig elég eggyel kevesebb mezé is ugyan-
annyi Uzenet atkildésére. Ennek esélyét belathatjuk, ha az el6z6 bekezdésben leirtakat 64 mezé helyett 63-mal is
végiggondoljuk. Valéban, ilyenkor a Hamming gémb elemeinek szdma 64, 2°4/64 most egész, igy lehetséges,
hogy n; = 2°//64 legyen, tehat az adodo k- 2%/64 < n; + n, + ... + n, < 2% egyenlétlenség nem zérja ki, hogy az
lizenetek k szama 64 legyen.

63 mezo6n csak akkor killdhetiink &t 64 tizenetet, ha barmelyik tzenethez tartozé U; halmaz egyes elemei koré irt
Hamming gémbdk egymashoz diszjunktak (nincs kézos elemiik) és lefedik az 6sszes 63 hosszl 0-1 sorozatot. Ez
éppen azt jelenti, hogy mindegyik U; halmaz egy-egy tokéletes 1-hiba javit6 kdd.

Legyen az u, informaciohoz tartoz6 U, halmaz a 6 egyenlettel meghatérozott 2° - 1 hossz( szavakbol all6 Ham-
ming kod. Legyen tovabba x tetszéleges 63 hossz( 0-1 sorozat. A sorozatokat a kdvetkezékben vektorokként
kezeljuk, koordinatdnként mod 2 adjuk 6ket dssze. Toljuk el U;-et x-szel. Ezen a kdvetkezét értjlk: tekintsuk U,
Osszes elemét (vektorat) és mindegyikhez kilén-kilon adjuk hozza az x vektort. Az igy kapott vektorok halma-
zat U, + x -szel jeldljilk. Képezziik ezt a halmazt minden lehetséges x-re. Igy 2°° halmazt kapunk. Allitjuk, hogy

1") barmely x-re, az U; + x elemei koré irt 1 sugart Hamming gémbok lefedik az 6sszes 63 hosszUsagu
0-1 sorozatot.

2) barmelyik ketté halmaz vagy megegyezik egymaéssal vagy diszjunkt.

Ha allitasaink igazak, akkor készen vagyunk, az egymastol diszjunkt eltoltak lesznek az lizeneteknek megfeleld
U; halmazok.

Belatjuk a fenti 1Y), 2) allitdsokat. Az U; halmaz elemei koré irt 1 sugard Hamming gémbdk unidja az ésszes 63
hosszusagu 0-1 sorozat (vektor) halmaza, hiszen U, tékéletes kod. Az U; + x elemei koré irt 1 sugard Hamming
gbmboket ugy is képezhetjik, hogy az U; elemei kérili gémboket toljuk el x-szel. Ezért az U; + x elemei koré irt
1 sugart Hamming gémbok unidja U; elemei koriili gdmbok unidjanak, azaz az 6sszes sorozatnak (vektornak)
az eltoltja. Ha az 6sszes sorozatot (vektort) eltoljuk ugyanazzal a sorozattal (vektorral), akkor az 8sszes sorozatot
(vektort) megkapjuk, igy az 1") allitas igaz.
Ha az U; + x, U; +y halmazok nem diszjunktak, akkor van k6zos elemiik, tehat valamely a, b U;-beli vektorok-
kala+x=b +Yy. Ebben az esetben az U; + x halmaz tetszéleges a' + x elemére (a' az U;-ben van) ésaz U; +y
halmaz barmely b’ +y elemére (b' az U;-ben van)

at+x=(@-a)+ (@+x)=@-a)+ (b+y)=(@-a+h+y,

b+y=(@0O-b)+ (b+y)=(0'-b)+ (@a+x)=(b'-b+a)+x
Mivel U lineéris kéd, igy (&' - a+b) és (b' - b + @) az U; elemei, tehata' + xaz U; +y, b' +y pedig az U; + x
halmazban van, azaz a két halmaz val6ban megegyezik egymassal. A 2) allitast is bebizonyitottuk.

I1. megoldas (csak konstrukcid, P6sa Lajos)

Konstrukciot adunk 64 informaciora. Az egyik mezét kidobhatjuk. A maradék mezdkre irjuk ra 1-tél 63-ig a
szdmokat kettes szamrendszerben 6 biten (000001-111111)! Ha adott a tabla szinezése, akkor adjuk 0ssze a
fekete mezék szamait bitenként mod 2. igy egy X szamot kapunk. A fogado fél is igy fogja majd dekddolni az
Uzenetet. Legyen az informéacid, amit at akarunk adni Y (szintén 6 biten tarolva). Képezziik az X - Y bitenkénti
differenciat! Ha ez 000000, akkor nem kell valtoztatnunk, egyébként valtoztassuk meg a neki megfelelé mezé
szinét.

Megjegyzések

I. Ha atgondoljuk a binaris Hamming kodnak a szakkoér elején ismertetett interpretacidjat, akkor észrevehetjlk,
hogy a Il. megoldasban adott konstrukci6 az 1. megoldas konstrukcidjanak frappans atfogalmazasa, amellett,
hogy konkrét kédolasi-dekddolasi algoritmust is ad.
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Il. All. megoldashol az is kiderl, hogy 64 mezével akkor is megoldhat6 64 informacio tovabbitésa, ha kapott
mintan a kémnek mindenképpen kell véltoztatnia. A 64. mezé sz&dma lehet 000000, és ha a 63 mezére vonatkoz6
maodszer esetén nem kellene valtoztatni, akkor a 000000 mez6 szinét mddositja a kem.

"ldeélis 1001-es™ (emlékeztetd: 1asd az "idedlis 101-es" feladatot és megoldasét a 19. szakkdr anyagéban!)
Ebben a feladatban a természetes szamok bizonyos részhalmazait keressik. A szamokat mindig kettes szam-
rendszerben leirva képzeljik, illetve alabb igy is emlitjik 6ket. Két szdmot nem a szok&sos modon adunk 6ssze,
hanem kettes szamrendszerbeli alakjuk megfelel6 jegyeit modulo 2, és atvitel nélkil adjuk éssze (pld 1100110 +
10011 = 1110101).

A természetes szamok (pontosabban azok kettes szdmrendszerbeli alakjainak) egy ligo; részhalmazat "ideéalis
1001-es"-nek nevezziik,

1. ha he lyg9; = hOe l1g01; (hO a h duplajat, tehat azt a szamot jeldli, amelyet gy kapunk, hogy h mégé irunk egy
0-t)

2. ha he l1p01 €8 j€ l1g01 = h + j€ l1o01;

3. ha 1001€ l3g¢; (itt 1001 az egy-nulla-nulla-egy szamot, azaz a 9-et és nem az ezeregyet jelenti).

Hany "ideélis 1001-es" részhalmaza van a természetes szamok halmazénak?

Megoldés
Az "idedlis 101-es" feladat "Segitség" részében leirt megfeleltetésbél indulunk ki, természetes szamok helyett F,
feletti (azaz az egyitthatok és a miiveletek mod 2 értenddék) polinomokrdl beszéliink. Az ottani megoldashdl ki-
derdil, hogy 1. és 2. azzal ekvivalens, hogy az "idealis 1001-es" halmaz valamely p polinombdl és p 6sszes tébb-
sz6résébsl (azaz polinom-szorosabal) all. A 3. tulajdonsag pedig pontosan akkor teljesiil, ha p az x* + 1 poli-
nom oszt6ja, azaz x° + 1 eléall p-nek egy (F, feletti) polinommal vett szorzataként. Tehat az “idealis 1001-es
halmazok" leszamlalasa ekvivalens az x* + 1 polinom osztéinak leszamlalaséaval. F, felett, azaz mod 2 szamolva
is teljesiil az x* + 1= (x + 1) - (x* + x + 1) azonossag, és itt mar egyik tényez6t sem lehet tovabb bontani kisebb
foku polinomok szorzatéra, a két tényezé mar felbonthatatlan, idegen széval irreducibilis. Az F, test feletti poli-
nomok kdrében is igaz a szdmelmeélet alaptétele (ezt a szakkor 6szi félévében igazoltuk, de a szakkori anyagban
egyelére nincs részletesen leirva). Ennek kévetkezményeként x* + 1 6sszes osztoja, tehat az 6sszes lehetséges p
polinom x® + 1 irreducibilis osztdibél allithatd 6ssze. A két irreducibilis osztobol 8sszesen négy oszt6 allithatd
ossze: pr=1, Po=X+1, ps=xt+x+1ésps=(x+1) (+x+1)=x>+ 1 Tehat négy “ideélis 1001-es hal-
maz" van. A p;-nek megfelelé halmaz az dsszes természetes szambol all, a p, altal meghatarozott pedig azokbol
a természetes szamokbdl, amelyeknek kettes szamrendszerbeli alakjaban paros darab 1-es van. A ps és p, altal
generalt "ideélis 1001-es halmazokat™" bonyolultabb leirni, szilkség van hozza, hogy a természetes szamok kettes
szamrendszerbeli alakjanak jegyeit hdrom csoportba osszuk. Alabb aldhizéssal, délt szedéssel, illetve normal
szedéssel jeldltik a csoportokat egy példaként vett szdm kettes szamrendszerbeli alakjan:
1001110110001,
tehat minden harmadik jegy tartozik ugyanabba a csoportba. A ps altal generélt "idealis 1001-es halmaz" azokbdl
a kettes szamrendszerbeli alakokbdl all, amelyeknél ha felirjuk a harom csoportba tartozé 1-esek szdmat, akkor
harom ugyanolyan paritast szdmot kapunk. A p, altal generalt halmaz pedig azokbdl a kettes szdmrendszerbeli
alakokbdl all, amelyek mindharom csoportban paros darab 1-est tartalmaznak.

Hétsz6gmintak Ebben a feladatban egy szabélyos hétszdg cstcsaira irunk 0-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen
kitoltés van. A kitoltések egy |7 részhalmaza "7-szdgre idealis",

1. ha he I; =h barmely (n-360°/7-kal val0) elforgatottja is I;-ben van.
2. ha barmely két 1;-beli kitoltés cstiicsonként és mod 2 sz&mitott 6sszege is I,-ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szogre idealis" részhalmaza van?

Megoldéas

A feladat megoldhat6 az esetek alapos elemzésével, de a tapasztalat azt mutatja, hogy a didkok gyakran elnézik a
két legizgalmasabb "7-szogre idedlis" részhalmazt. Alabb egy, az absztrakt algebraba hajlé megoldast ismerte-
tink.

Visszavezetjik a feladatot az "idedlis 101-es", "idealis 1001-es" problémékkal anal6g kérdésre. Tekintsiik az F,
test feletti polinomok F,[x] halmazat. Minden polinomhoz hozzarendeljiik a hétszdg egy "kitoltését" a kdvetkezd
maodon. A hétszdg csicsait szamozzuk meg az egyik forgasiranyban a 0., 1., 2., ..., 6. sorszamokkal, és a p poli-
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nom tagjait irjuk fel sorban, kérkdrdsen a hétszdg csucsaira. A polinom konstans tagja keriiljon a 0., az els6foku
tag az 1. csticshoz és igy tovabb, a hetedfok( tag értelem szerint megint a 0. csticshoz keril. A hétszégnek a p
polinomhoz rendelt kitdltésének értéke egy adott csucson legyen egyenlé a p polinomnak az ahhoz a csticshoz irt
tagjai egyutthatoinak dsszegével. A p polinomhoz igy rendelt kitdltést ¢(p) fogja jel6Ini. Tehat @(p)-ben az i.
csucshoz irt érték a p polinom azon tagjai egyutthatdinak 6sszegével egyenld, amely tagok kitevéje 7-tel osztva i
maradékot ad. Példaul a p(x) = 1 + 0-x + 1.x* + 15 + 0.-x* + 0-x° + 1-x° + 1.x" + 1.x8 + 0-x° + 1.x*° polinomhoz
rendelt kitoltésnél a 0. csticshoz irt szam a 0, mert az 1 + 1-x” polinom egyiitthatdinak 8sszege 0. Ehhez hason-
l6an az 1. csicshoz irt szam 1, mert 0-x+1-x® egyiitthatdinak 6sszege 1. A 2., 3., 4., 5., 6. csticsokhoz irt szamok
o(p)-benrendre 1, 0, 0, 0, 1.

Legyen most adva egy |, halmaz, ehhez hozza fogjuk rendelni az
F,[x]-beli polinomok egy részhalmazat, amelyet - késébb vilagossa
val6 okokbdl - l10000001-gyel jel6lUnK. l10000001 alljon az Gsszes olyan
polinombdl, amelyhez a fenti hozzéarendelés I;-beli kitdltést feleltet
meg. Réviden: ligo0001 = (p‘l(l7). "7-szogre idealis" I; halmaz lehet az
ures halmaz is, de allitjuk, hogy az dsszes ettdl kiilénbdzé "7-szogre
idealis" 1; halmazhoz rendelt l;g90000: pOlinom-halmaz rendelkezik az
alabbi harom tulajdonsaggal:

1'. ha he liog00001 = X € l10000001;

2'. ha he l1000001 €S j€ l1o000001 = N + j€ l10000001;
v 7

3". X" + 1€ 10000001

Valbban, 1'. az 1., 2'. a 2. tulajdonséag kozvetlen kdvetkezménye, 3'.

pedig abbdl adddik, hogy nem dres "7-szdgre idealis" halmazban a 2. tulajdonsag miatt (azt két egymassal
megegyezé polinomra alkalmazva) benne van az azonosan 0 kitoltés, és az x” + 1 polinomhoz rendelt (x” + 1)
kitoltés is azonosan 0. Nevezzilk az 1'., 2'., 3. tulajdonsaggal rendelkezé polinom-halmazokat “idealis 10000001-
es"-nek. Allitjuk, hogy

A) "idedlis 10000001-es" halmaz képe a ¢ leképezésnél "7-szdgre idedlis";
B) egymastol kiillonbdzé “ideédlis 10000001-es" halmazok képe kildnbozik egymastol.

Valdban, az 1), 2) tulajdonsaghbdl kévetkeznek az 1), 2) tulajdonsagok, igy az A) allitas igaz. B) igazolasahoz
3'.-re is szilkség van. Ha valamely p, g polinomokra ¢(p) = ¢(q), akkor p - g elséll ax’ + 1, X3+ x, x* + X, ...
polinomok dsszegeként, azaz p - q = r(x)-(x" + 1), ahol r(x) is polinom. Az 1'., 2'., 3'. tulajdonsagokbél kévet-
kezik, hogy r(x)-(x’ + 1) minden "ideélis 10000001-es" halmazban benne van, igy 2'. szerint q pontosan akkor
van benne egy "ideélis 10000001-es" halmazban, ha abban p = q + r(x)-(x’ + 1) is benne van. Ezzel megmutat-
tuk, hogy ha két "idealis 10000001-es" halmaz képe megegyezik egymassal, akkor a két "ideélis 10000001-es"
halmaz is megegyezik egymassal.

Mindezekbdl kévetkezik, hogy az Ures halmaztél kiiléinbdzé "hétszogre idealis” Kitdltés-halmazok kélcséndsen
egyértelmi megfeleltetésben allnak az "ideélis 10000001-es" halmazokkal. Ez utébbiak az "ideélis 101-es" fela-
dat megoldasanak mintéajara az x’ + 1 polinom irreducibilis felbontasénak segitségével hatarozhat6k meg. A fel-
bontas:

X +1=(x+ D)0+ +x + X+ +x+ 1) = (x+1)-(OC+x2+1) (C+x+1).

Ebbdl kdvetkezik, hogy 9 db "7-sz6gre idedlis" Kitdltéshalmaz van, az lres halmazon kivil az alabbi nyolc:

general6 polinom leirés elemszam
1. pr=1 az osszes kitoltés 27
2. po=x+1 az 1-esek szama paros 2°
3 =X+ + 1 az ébrénlléthaté 8, é,s ,ugyanezek a o
0 és 1 felcserélésével.
4, Pa=X +x+1 3. tiikorképe 2°
5. ps = (X + 1)-(0C + %2 + 1) 2. és 3. kozos része 2°
6. e = (x + 1)-(C + x + 1) 2. és 4. kozos része 23
7. pr=xXP+x+x" +x+ X +x+1 azonosan 0, és azonosan 1. 2!
8. pg=x"+1 azonosan 0 2°
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Megjegyzés (polinom-kédok)

A téblazatban talalhato 3. (és 4.) "hétszdgre ideélis" halmaz régi ismergs: binéris, lineéris, 1-hiba javito, tokéletes
kod. "Hétszogre idealis" halmaz definicidja szerint binaris és lineéris. Ez a halmaz azért 1-hiba javit6 kod, mert
linearis kéd, és az azonosan 0 Kitéltésen kivil mindegyik kitoltésben legalabb harom darab 1-es van. Tokéletes-
sége egyszerii leszdmlalasbol adodik.

Ezt a kodot tehat a kovetkezoképpen is értelmezhetjik. Tekintsiik a 0, 1 jelekbdl képezhetd hétbetiis szavak hal-
mazat. Minden szénak feleltessiink meg egy F, feletti legfeljebb hatod-fokd polinomot. Egy szé pontosan akkor
kodszo, ha a neki megfeleltetett polinom oszthatd a p; = x* + x* + 1 polinommal. ps-at legfeljebb harmad-foku
polinommal szorozva kapunk legfeljebb hatod-foki polinomot. Osszesen 2 darab legfeljebb harmad-fokd poli-
nom van F, felett, igy ps-nak dsszesen 2* legfeljebb hatod-foku tébbszordse van. Ezek a kodszavak.

Az igy értelmezett polinom-kod elénye, hogy nem kell megjegyezniink a kddszavakat, csak a ps polinomot kell
fejben tartanunk. Minden legfeljebb harmadfok( polinomhoz (azaz Iényegében minden négy hossz( 0-1 sorozat-
hoz) rendellink egy informaciot, és a kivant informaciot Ggy kildjik el, hogy a neki megfelelé polinomot meg-
szorozzuk ps-mal, és az igy kapott polinom egyiitthatéit tovabbitjuk. A fogadé fél egyszerii polinom-osztéssal
fejtheti vissza az (izenetet: a kapott 0-1 sorozatot legfeljebb hatod-fok( polinomkeént értelmezi és pz-mal osztja.
Ha nem tortént hiba, akkor nem lesz maradék és a hanyados egyiitthatdi alkotjak az informéciét. Ha 1 hiba tor-
tént akkor az elkiildeni kivant polinom helyett az attél az 1, x, x%, x>, x*, x°, x® polinomok valamelyikével eltéré
polinomot dekddoltuk. Ebben az esetben lesz maradék, méghozzé éppen annyi amennyi az 1, x, X%, x3, x*, x°, x°
polinomok koziil megfelelének a ps-mal val6 osztasi maradéka. Allitjuk, hogy

A)az 1, x, X%, X, x*, x°, x® polinomok nem oszthatok ps-mal;
B) az 1, x, X3, X3, x*, x°, x° polinomok kilénbdz6 maradékot adnak ps-mal osztva.

A) azt jelenti, hogy észrevehetjiik, hogy 1 hiba tértént, B) pedig azt, hogy Ki is tudjuk javitani. A) igaz, hiszen ps

osztja az x” + 1 polinomot, igy az attdl 1-gyel eltérd x” polinomhoz, és annak minden oszt6jahoz (tehat az 1, x, ...,

x’ polinomokhoz ) relativ prim. B) azért igaz, mert ha x™ és x" (m < n) azonos maradékot ad ps;-mal osztva, akkor

X" -x"=x"+x"=x" . (1 +x"™) oszthatd ps;-mal, azaz q = (X" + 1) oszthatd ps-mal (n-m<7). Ebben az esetben a
q* - X7-(n-m) _(Xn-m + 1) + (X7 + 1) - X7-(n-m) +1

polinom is oszthatd psz-mal, ami azért nem lehetséges, mert ps harmadfokd, és q és g* kozil az egyik legfeljebb

harmadfokd, de kiilénbozik ps-tol.

Ha tehét elére felirjuk az 1, x, X%, x*, x*, x°, x® polinomok ps-mal valé osztasi maradékait, akkor az lizenet
dekddolésakor, a polinom-osztas soran nyert maradék alapjan azonnal rajohetiink, hogy hol volt a hiba.
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21. alkalom

Hazi feladat:

4.10 Ha adott egy négyzet alak( H; szamtablazat, akkor elkészithetjlik a kétszer akkora oldalhosszUséagu

Hi Hi
2= _H
i T

szamtablazatot. Induljunk ki az 1x1-es H; = (1) "szdmtablazat"-bol, és képezziik a

!
271 -1/

majd a Hy, Hg, Hie, Hsp Szdmtablazatokat. Hs,-nek mar 32 sora van, mindegyikben egy 32 hossz(l szamsorozat,
csupa 1-gyel és (-1)-gyel. Tekintsik ezt a 32 sorozatot és (-1)-szereseiket. Alljon kddunk ebbél a 64 sorozatbdl,
csak a (-1)-eket cseréljiik ki 0-kra. Hatarozzuk meg az igy kapott binaris kod minimalis tavolsagat!*

Ajanlott olvasmanyok:

Freud Rdbert: Linearis algebra, ELTE E6tvos Kiadd, Budapest, 1998.

A 10. fejezetben sok kédelméleti feladatot olvashatunk, és a Hamming kédokon tal a BCH kédokkal is
megismerkedhetiink. A gimnazistak tébbségének azonban a kdnyv nagy részét el kell olvasni az utolso fejeezt
megértéséhez. Erdemes.

Hrasko Andras és Szényi Tamas: Hibajavitd kodok, az Uj matematikai mozaik cimii kétetben, Typotex kiadd,
Budapest, 2002.

A cikkben a Hamming kodok dekddolasanak leirasa és a Golay kédok leirdsa jelent 1ényegesen Uj
informéciot.

! Ennek a kédnak az alkalmazaséaval kiildte a fényképeket a Mariner 10 szonda a Foldre. A 64 sorozat 64 szinnek
felelt meg, egy sorozat egy képpont (pixel) szinét hatarozta meg.



