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Az eléadd betegsége miatt az Ora kissé szokatlan volt. A nebuldk a 4.7, 5.10 feladatok megoldéasaval folytattak a
Kdédok feladatgyiijtemény feldolgozasat, majd egy esszét olvashattak a CD miikddésének matematikai alapjairdl.
Uj hazi feladat nincs, de korabbrdl megmaradt még a hétszégmintak, 5.11, az Altalanos Hamming-kod és az
"ldeélis 1001-es".

A 20. szakkor részletezett anyaga

4.7 Osszehasonlitunk harom kodot! Mindharom kod kilenc szobol all, mindegyik egy harombetiis ABC-t
hasznal.

ki) A legegyszeriibb: A szavak kétbetiisek, a kilenc kddszd az dsszes kétbetiis szo.

k2) Mindent haromszor: A szavak hatbetiisek és (gy késziilnek, hogy a kétbetiis sz6t hdromszor irjuk le egymas
utan.

ks) A siirdi: A szavak négybetiisek, a 4.6 feladatban meghatarozott 1-hiba javito tokéletes kddot alkotjak.

Tegyuk fel, hogy egy betii a kommunikacio soran 10% eséllyel megvaltozik és 90% eséllyel jol tovabbitodik. k,
és ks esetén a kiolvasott jelsorozatot mindig a téle legkevesebb jelben eltéré kddszora valtoztatjuk. Ha ez nem
egyértelmii, akkor nem javitunk. Hatdrozzuk meg a harom esetben kilon-kiilén, hogy mi az esélye, hogy egy
sz6t Ugy olvasunk ki, ahogy elkildték!

Megoldés

k, esetén mindkét jelet jol kell kiolvasni, igy 0,9%= 0,81 alapjan 81% az esély.

k, esetén mindkét jel hdrom példanyabdl haromnak vagy kettének kell helyesen megérkeznie, tehét a szamolés:
(0,9° + 3.0,1.0,9%)° = 0,944784, azaz 94,4784% az esély.

ks esetén a négy jelbsl négynek vagy haromnak kell helyesnek lennie, igy 0,9* + 4.0,1:0,9° = 0,9477 alapjan
94,77% az esély.

5.10 (Dienes Péter javaslata)

Hanyag Hugd az 1, 2, 3, ..., 16 szdmok egyikére gondolt. Egy-egy cetlire kell folirni kérdéseinket, s mind
odaadni neki, majd amikor raér egyszerre mindegyikre valaszol fog. De lehet ra szdmitani, hogy az egyik valaszt
elveszti miel6tt az eljutna hozzdnk. Legaldbb hany kérdésre van igy szilkség ahhoz, hogy kitalaljuk a gondolt
szdmot?

Megoldés
Ot kérdés nyilvan sziikséges, de ennyi elég is. Ot megfelels kérdés megkaphatd az 5.9 feladatra adott barmelyik
konstrukcié mintajara (lasd a 18. szakkdr anyagét).

Most 16 db olyan 5 hosszUlsagu 0 - 1 sorozatot kerestink, amelyek kozil barmelyik ketté legalabb két helyen
eltér egymastol. Ha ugyanis az egyik kérdésre nem érkezik valasz, azaz a sorozatokban az egyik helyen allé elem
eltinik, akkor tovabbra is 16 kiillonbdz6 sorozatot kell kapjunk. Ez felel meg annak, hogy a négy megmaradt
kérdésre adott valaszb6l minden esetben kitalalhat6 a gondolt szam. Az alabbi tablazat oszlopaiba 16 megfelelé
sorozatot irtunk be.
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Lathatd, hogy az utolso sor az el6zéekhez hozzatett paritasjelzé-bit. Az 6t kérdés kozil az elsé négy megegyezik
az 5.8 b) feladat megoldésaként konstruélt négy kérdéssel, az étodik

pedig azokra a szamokra kérdez ra, amelyekre addig pératlan sokszor kérdeztiink ra. igy dsszességében minden
szamra paros sokszor kérdeziink ra, tehat ha mind az 6t kérdésre kapnank valaszt, akkor péaros sok "lgen"-t
hallanank. Ezért, ha egy valasz hianyzik, akkor az mar kitalalhat6 a tébbi négybél.

Megjegyzések
1. Az 5.9 feladatra (hazudds barkochba) adott 11. konstrukci6 szellemében fenti kérdéseink igy is irhatok:
IIX8: O?II; "X4: Of?ll; IIX2 = O?II; IIXl = O?II; IIX8 + X4 + X2 + Xl = O?II.
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2. Tablazatunk oszlopai most egy 16 kddszébol allé 6tbetiis 1-torlés javitd kodot alkotnak.
A CD-rél sz6l16 esszé elétt felelevenitjik a hazi feladatokat:
""Idealis 1001-es"" Oldjuk meg az "ideélis 101-es" feladatot 101 helyett mindeniitt 1001-gyel!

Hétsz6gmintak Ebben a feladatban egy szabélyos hétszdg cstcsaira irunk 0-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen
kitoltés van. A kitoltések egy |; részhalmaza "7-szdgre idealis",

1. ha he I, =h barmely (n-360°/7-kal val0) elforgatottja is I,-ben van.

2. ha barmely két 1;-beli kitoltés csiicsonként és mod 2 szamitott 6sszege is I,-ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szogre idealis" részhalmaza van?

5.11 (Juhasz Istvantdl és Szegedy Balazstol is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszag televizidjanal dolgozik. Esténként alkalma van az adasba ker(ilé 8x8-as fekete
fehér tabla egyetlen mez6jének szinét megvaltoztatni. Nem feltétleniil sziikséges valtoztatnia. Sajnos sohasem
tudja elére, hogy milyen mintazatd lesz a 64 mez6, amikor eléje kerll. Hanyféle informéacidt tud igy kildeni a
TV-n keresztll?
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A CD matematikaja

Ennek a fejezetnek az anyagat nagyrészt a J. H. van Lint, The Mathematics of the Compact Disc, DMV-
Mitteilungen 4/98, 25--29. és a Compact disc digital audio, Philips technical review, Vol. 40, 1982, No. 6.
miivek alapjan allitottuk dssze.

A pélya

A CD lejatsz6t a Philips és a Sony cég fejlesztette ki.

Maga a lemez egyetlen egy palyabdl all, ami 5 km hossz(. Ezen binérisan van tarolva az informacio. "Siksagok"
és "arkok" kovetik egymast, de az arok alja is sik. Az 1-es bitet a valtozas, az arok széle, a 0-at az egységnyi
hosszusagu vizszintes rész jeloli, amely lehet siksdgon vagy az arok aljan is.

A kédolt Uzenetnek nagyon sok feltételt tudnia kell:
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a) A CD lemez keresztmetszete a palya iranyaban

V: védéréteg; T: tiikrozafeliilet; A: atlatszo réteg.

b) I: Az optikai olvasofej altal érzékelt jel intenzitasa az id6 (t)
fuggvényében.

1) A digitalizalés ellenére az emberi fiil szamara hiien adja vissza a felvett zenét;

2) Az elszort véletlenszerii bithibakat képes legyen Kijavitani;

3) A csomdban keletkez6 hibak --- ujjlenyomatok, karcolasok, anyaghibak --- korrigalasat is megoldja;
4) A hallgat6 szamaéra informaci6t tudjon nydjtani, hogy hol tart;

5) A lézeres leolvastszerkezet hatékonyan olvasni tudja az informaciot;

6) A szerkezet mitkddése ne keltsen az emberi fiill szdmaéra hallhaté zajt (a lejatszand6 zenén kivdil).

Audiobit

A zene felvételekor az érzekeld bizonyos idénként "mintat vesz", azaz egy-egy pillanatban megméri milyen a
beérkezé hullam nyomaésa. Lényegében ez az érték a tarolt informéacio.

A felvétel lejatszasakor keletkez6 hang a pillanatnyi mintak visszaadasabol all 6ssze, igy természetesen nem
pont ugyanaz, mint amit fel szandékoztak venni. A mintavételezés gyakorisagatdl fiiggéen, a zenei hang
bizonyos hullamhosszl 6sszetevéi hiien hallhatdk.

Egy fizikai elv, Nyquist tétele, kapcsolatot teremt a mintavételezés gyakorisaga, és az abbol

hiien rekonstrualhaté hanghullamok frekvenciaja koz6tt. Ennek a tételnek az alapjan és abbol kiindulva, hogy az
emberi fiil kb. 20 000 Hz-ig hall jol méasodpercenként 44 100-nek adodik a szlikséges mintavételezési
gyakorisag.

Minden minta eredményét 16 bitté alakitja a rendszer. A felvétel altaldban sztered, igy maéris
32 bit - Ggynevezett audiobit - tartozik egyetlen pillanatnyi mintdhoz. A 32 bit 4 byte-ba van rendezve (egy byte
az nyolc egymast kovetd bit).
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2-hiba javito kod

Ha nem volnanak hibajavité kodok hozzatéve a felvett audiobitekhez, akkor a CD lemez lejatszhatatlan
min6éségii lenne. A leggyakoribb "karokozok™ az ujjlenyomatok, az apré karcoldsok, a lemezben vagy rajta 1évo
idegen anyagok, a miianyagban éhatatlanul meglévé 1égbuborékok, az eredeti fellleti egyenetlenségek és a
felvételkor vétett pontatlansagok.

Tegyuk fel, hogy nem alkalmazunk hibajavité kodot. Ha a byte-hiba valdsziniisége csupén 0,01% lenne, akkor
az egy mintavételnek megfelels informécioban, azaz 4 byte-ban megbivé hiba esélye 1-0,9999* ~ 0,9996
alapjan kb. 0,04%-o0s lenne. Ez masodpercenként tdbb mint 17 hibas lejatszott hangot okozna.

Tegyuk fel eldszor, hogy csak 1-hiba javitast alkalmazunk. A CD-n hasznélt Reed-Solomon-féle kddolasi eljaras
egy-egy byte-ot egyben, egyetlen "szamként" kezel. Ennek részleteibe most nem megytnk bele, inkabb
egyszerisitésként képzeljik azt, mintha egy byte-on csak 31-féle informacio lenne szallithatd. Feleltessiink meg
minden lehetéségnek egy 0 és 30 kozétti szamot és szamoljunk velilk mod 31."

Az 1-hiba javitas megoldhato Ugy, hogy minden mintavételnek megfelelé byte-négyeshez még 2 byte-ot vesziink
hozza. Az R-S kédolés ezt az 1.1 feladathoz kicsit hasonldan oldja meg. Az X1, Xo, X3, X4 eredeti byte-ok mellé az
Xs €5 Xg ellendrzo biteket Ggy kell valasztani, hogy teljestljon az aldbbi két 6sszefuggés:

X1+ Xo + X3+ X4 + X5 + Xg =0 (mod 31),
X1 + 2Xp + 3X3 + 4X4 + 5X5 + 6X5 =0 (mod 31).

Ha a dekddolasndl kiderdl, hogy nem teljesill ez a két dsszefiiggés, mondjuk a felsé

bal oldali kifejezés értéke 2, az als6é pedig 41, azaz 10 (mod 31), akkor - abban bizva, hogy csak 1 hiba tortént -
kiszdmolhatjuk a kddolt informacio6t. Tudjuk, hogy a hiba értéke 2, tehat azt kell megkeresniink, hogy melyik 1
és 26 kozotti szam kétszerese ad 10 maradékot 31-gyel osztva. Ez a szam az 5, tehat az xs byte hibas, 2-vel
nagyobb a kelleténél (mod 31).

Nézzik, most mennyi hibara szamithatunk! Sajnos azzal, hogy megnéveltiik a bitsorozat hosszét vagy kevesebb
zenét kell rogziteniink a lemezen, vagy kisebb jeleket siiriibben kell irnunk a CD-re, ami noveli a hiba
val6szintiségét. Az elsé lehetéséget ne fogadjuk el. Tegyik fel, hogy a byte-hiba val6sziniisége 0,02%-ra né.
Annak esélye, hogy egy mintavételnek megfeleld, most mar 6 byte-bdl 4116 adatsor hibas lesz, tehat 2 hiba kerdl
bele:

1-0,9998° - 6:0,0002:0,9998° ~ 0,0000006.
Ez méasodpercenként csak atlagosan kb. 0,0264 hibas lejatszott hangot okozna, ami lényegesen jobb, mintha nem
alkalmaztunk volna kédolast.

Egy, az el6zonél jobb, két hibat javité koddal még sokkal jobb eredményt érhetiink el. Most byte-négyesek
helyett byte-ok nyolcas csoportjaira osztjuk a kodoland6 lizenetet, és ezekhez négy tovabbi byte-ot illesztiink.
Nevezetesen, az eredeti byte-oknak megfelelé 8 szdm legyen
X1, X2, ..., Xg, @ NéQy ellendrzé szdm pedig Xo, X10, X11, X12. Szabalyaink legyenek

X+ Xo+ X3+ Xg+ ... + X + X2 =0 (mOd 31),

Xy + 2% + 33X+ AXg + ... + 11X + 12X, =0 (mOd 31),
X1+ 4% + OX3 + 16X4 + ... + 121Xq1 + 144%1,=0 (mOd 31),
X1+ 8%y + 27%3 + 64X, + ... + 1331Xy; + 1728%X1, =0 (mOd 31)
Annak részletes vizsgalatat, hogy igy 2-hibajavitd kodot kapunk, feladatnak hagyjuk. Jegyezziik meg, hogy
ebben az esetben is csak masfélszer annyi Uizenetet kell atkildeniink, mint kédolas néelkil. Ha tehat itt isa
0,02%-0s hibaju berendezést hasznaljuk, akkor a legalabb 3
hibat tartalmazé csoportok lesznek azok, amelyeket nem tudunk javitani. Ennek val6sziniisége
1-0,9998" - 12.0,0002:0,9998"" - 66-0,0002°:0,9998'° = 0,000000002.

Ha ugy szamolunk, hogy ilyenkor a 8 byte-hoz tartoz6 mindkét hang rossz, akkor is masodpercenként atlagosan
csak kb. 0,0000774 hibés lejatszott hangot kapnank, az egy éranyi zene alatt 6sszesen 0,28-at. Ez mar
elfogadhat6 eredmeny.

LAz egyszeriisitésre azért van sziikség, mert a természetesen ad6dé mod 256 szamolés 256=2° esetén az
osztassal baj van, pl.: a 2 fele az 1 és a 129 is, a 3-nak viszont nincsen fele. Lehet a 256 elemii halmazon Ggy
értelmezni az alapmiiveleteket, hogy ne forduljon el6 hasonlé probléma, ezt lattuk az elsé félévben.
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Lényeges, hogy a CD-n olyan kodot hasznaljunk, amely a lehetd legkisebb ardnyban néveli meg az adatsor
hosszat, és nagyon gyorsan dekédolhatd.

""Keresztbe font™ kodok

Eddig csak a véletlenszeri, elszort hibak kiszirésérél volt sz6. Sajnos, a hibak jelentés része csomaéban
jelentkezik. Ezek ellenében a CD-n két "keresztbe font" (Cross-Interleaved) Reed-Solomon kéd biztositja az
informacié megmaradasat.

Ez egyrészt azt jelenti, hogy az egyméashoz kapcsolodd informéaciok a lemez kiilénbdzé helyein vannak
elhelyezve, az egymas mellé keruld jelek pedig a lejatszandd zenében valdjaban egymastol nagyobb
idokulonbséggel kovetkeznek. Igy a hibafolt ugyan tébb informéacidba "belepiszkit", de mindegyikbe csak egy
picit.

A masik trilkk az, hogy a két kodolés az alabbi tablazatos forméahoz hasonlé médon miikddik egyitt. Az elsé, C1
kod 24 byte-ot kezel egyitt, ezekhez 4 byte-ot tesz hozza 2-hiba javité madon, tehat a létrejovo 28 byte-os
kodszavak minimalis tavolsaga 5 lesz. Rendezziink el 28 ilyen, mar C1-gyel kédolt 28 byte-os adatsort egy
tablazat soraiban! A méasodik, C2 kdd 28 byte-ot kezel egyiitt, a tdblazat minden oszlopéat tovabbi 4 byte-tal

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
chebobabebebeobabobobobobabobababobababababakadka -k
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
Bl ot T S S S S A e A ok ol i N T S S S S -t

e E————

*

*

.

r

'

-

'
mpmrmrere—r e ——

'
FepEE e E————

28{ |-

Ter-Tr-T-T-T-T-T-T-T
T TTTeT-T-T-T-T
rer—r-r-r-r-r-r-r-r

Kereszthefont kddok
egésziti ki 2-hiba javit6 madon, tehat a létrejové 32 byte-os oszlopkddok minimalis tavolsaga 5 lesz.
A két kdd alkalmazasaval lényegében egy 24x28-as tablazat adatait kodoltuk at egy

28x32-es tablazatta. Bebizonyithato, hogy az igy létrejovo tablazatok minimalis tavolsaga
25, tehét a kettds kod alkalmas a 28x32 adatban keletkez6 12 hiba kijavitaséra.
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Keresztbefont kédok dekddolasa

oszlopok 2-hiba javitasa utdn meg elképzelhet6, hogy marad sor 3 hibaval. Ugy dontink, hogy a C2 kadot a

dekddolasnal csak 1-hiba javitasra hasznaljuk.
Nézziik most a sorokat, amelyeket C1-gyel kédoltunk! Mindegyikben 2 jel térélve van, 6t sorban pedig van egy-

tartalmazo oszlopokat, azokat viszont, amelyekrdl latjuk, hogy ennél tobb hibat tartalmaznak csak megjel6ljik,
egy hibas is. Mivel C1 minimalis tavolsaga 5, igy mindegyiket Ki tudja javitani.

Képzeljunk el egy ennél sokkal rosszabb esetet, amikor 22 hiba van a tablazatban: tizenkét oszlopban 1-1 hiba,
két oszlopban 3, egyben pedig 4 hiba is el6fordul. Nem vérhato el, hogy ki tudjuk javitani a hibékat, hiszen az
Fel tudjuk ismerni a 3 hibat tartalmazé oszlopokat, mert azok legalabb 2 tavolsagra vannak a legkdzelebbi

hogy "torlendé”, ne vegyék figyelembe. Korabbi feladatainknak nyelvén a "hazugséagot™ "hanyagsagga"
valtoztatjuk. Ez azt jelenti, hogy a 32 oszlopbdl C2 dekddolasa utan 29 j6, 2 térlendd, 1-ben pedig 5 hiba is van.

kodszotol. Konnyen elképzelheté viszont, hogy a 4 hibat tartalmaz6 oszlop csak 1 tAvolsagra kerilt egy
kodsz6tdl, igy azt "kijavitjuk™ 5 hibasra. A triikk az, hogy kijavitjuk (legalabbis igy képzeljiuk) az 1 hibat

hibat, de nem tudja kijavitani. Ez a helyzet pl. akkor, amikor

El6fordulhat mégis, hogy a dekddold észreveszi a

tal sok legalabb 2-hibas oszlop van. Ekkor a C2 dekdder végul is a "torlendé™ jelet mellékeli jonehany byte-hoz.

A dekdderbdl kimend byte

-0k még mindig nem a lejatszas sorrendjében kdvetkeznek egymas utan, hanem

byte helyettesithetd

4l

16v6 tarsai kozé érkezd "torlendd

szomszédai atlagaval. llyen interpolaciéval, ami szukcessziven is alkalmazhat6 elérhet
"mute"-ra kapcsolna a zenegép, egy-egy pillanatban amolyan "kit6lt6" hangot ad. Ez

Osszefonddva. A visszarendezéskor az "épségben

hogy ahelyett, hogy

ha tényleg csak

leg észre sem vehetd.

oszina

pillanatokrél van sz6 va

A csomoéhiba maximalis hossza, amit a dekodolassal még ki tud javitani a rendszer 4000 adatbit. Tehat ha ennyi

egymast kdvetd bit elromlik

irdnyaban.

nyi torzulast jelent a palya

akkor azt nem fogjuk észrevenni. Ez a disc-en 2,5 mm

befliggd bitsorozat maximalis hossza 12 000.

0 egy!

tségével pétolhatd

0 segi

Az interpolaci

A barézda-jelek

majd a méasik 32 byte

od 28,

es csoportjat az egyik ki

ok 24
keresztbe fonéas" miatt ez ennél valamivel bonyolultabb, csak a szamaranyok

Lattuk, hogy a mintavételbdl keletkezé byte-

hosszusagura noveli. (A

tekintetében pontos a megallapités.) A 32 byte-hoz hozzatesznek egy 33.-at, egy kontrol byte-ot, amely lehetévé

teszi, hogy tudjuk, hogy hol tartunk.
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Az igy kapott adatsor nem alkalmas arra, hogy a "siksagok" és "arkok" maodszerével az anyagba vive, azt a lézer
olvasdfej biztonsagosan Ki tudja olvasni. Az arok mélysége és a siksag magassaga Ugy van beéllitva, hogy az
arokbdl sokkal kisebb intenzitasu fény verédik vissza a leolvasofejbe, mint a siksagrél. Az egymashoz tal kozeli
1-esek, tehat kozeli falak, olyan interferenciat okoznanak, amely megzavarna a leolvasast. A tal tavoli falak
esetén nagy a bizonytalansag, hogy pontosan mennyi ideje tart a lapos rész, hany 0-t jelent ez. llyen
megfontolasok alapjan a lemezen olyan jelsorozatokat érdemes tarolni, amelyben két 1-es kdzott legalabb két, de
legfeljebb tiz 0 van. Az ilyen elrendezésii jelsorozatok a barazda-jelek (channel-bits).

A byte-ok 256 lehetséges értékét hany barazda-biten lehet tarolni? Ennek meghatarozasahoz a mérnokdknek az
alabbi feladatot kellett megoldaniuk:

Ha F,, az n hosszlsagl barazda-jelek szama, akkor melyik az a legkisebb n érték, amelyre F, >256?

A helyes eredmény 14. Tehét a byte-okat 14 bitre bévitik. Ez az eljaras az EFM atalakitas (Eight-to-Fourteen
Modulation).

Problémat okoz, hogy két szomszédos bardzda-jel egyitt mar nem feltétlendl teljesiti a barazda-jelekre kirétt
kovetelményeket. Segitséget jelent viszont, hogy Fy4 értéke 267, tehat 11 darab 14 hosszUsagu barazda-jel
kidobhat. 10-et azért hagytak ki, mert "nem jottek volna jol ki a szomszédaikkal", 1-et pedig véletlenszeriien
valasztottak. Ezutan az EFM éatalakitast Ggy tervezték meg, hogy a szlikséges logikai kapuk szdma minimalis
legyen.

Az egymés mellé kerulg barazda-jelek problémajat nem teljesen oldotta meg a 10 kellemetlen sorozat kidobésa.
Tovabbi 3-3 bitet kellett berakni a byte-oknak megfelelé 14 hosszsagu bitsorozatok kozé.

A 3 bit egy kicsit talbiztositott. Beallitdsukkor arra is térekednek, hogy a palya kezdetétél a siksdgok és az &rkok
hosszanak kilénbsége minél kisebb legyen. Az ezt a killonbséget leird hulldmszeri fuggvényt ugyanis a
berendezés "érzi": annak megfelelé zaj indukalodik a berendezésben. Ebbél ki kell kiisz6bolni az emberi fiil
szamara hallhat6 nagyobb amplitud6ju komponenseket, tehat minél kisebb Kkitéréseket kell elérni.

Végiil a 33 byte-bdl addd6 33x17 bit utan 27 szinkronizal6 bit jon. Ez a 27 bitsorozat olyan, hogy nem keverheté
Ossze a kddolt zenével, csak arra szolgal, hogy az egyik 33-as egység véget, a kvetkez6 kezdetét jeldlje.
Mindebbdl kiszamolhat6, hogy egyetlen masodpercnyi zenét 4 321 800 biten tarol a CD.



