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Folytattuk a Kddok feladatgyiijtemény feldolgozasat. Bemelegitésként a Pénzes barkochbaval foglalkoztunk, majd
ismétlésként megoldottuk a 4.11 feladatot. "Kitoltottiink” 3'° szelvényt, amelyekkel a 13-as toton biztosan elériink 12
vagy 13 talalatot. Ennek kapcsan megismerkedtiink a tokéletes kod, valamint a bindris és a ternér Hamming-kad
fogalmaval. Leellendriztik a Golay-kodok paramétereit. A "'J6 30-as™ feladat folytatsaként, a Hétszogmintak
elokészitése kedvéért megkerestiik az *ldedlis 101-es" sorozatokat.

Hazi feladatnak a mult 6rarél megmaradt: hétszégmintak, 5.11, dj példa: Altalanos Hamming-kad, **1deélis 1001-
es".

A 19. szakkor részletezett anyaga

Pénzes barkochba (P6sa Lajos feladata) Az 1, 2, 3, ... 16 szamok kozil kell kitalalni egyet barkochba-kérdésekkel. A
valaszokeért fizetniink kell: az IGEN vélaszért 1 Ft-ot, a NEM valaszért 2-t. Legalabb hany Ft-ra van sziikség ahhoz,
hogy biztosan kitalaljuk a gondolt szdmot?

Megoldéas

Forditsuk meg a kérdést! Probaljuk meg kitalalni, hogy n Ft felhasznalasaval legfeljebb hany dolgot tudunk
megkulénbdztetni, azaz legfeljebb hany szam koziil tudjuk biztosan kitalalni a gondoltat. Jel6lje ezt a szamot s,. Ha
adott egy s, elembdl 4116 S halmaz, akkor elsé kérdésiink két részre osztja S-t: az | részhalmaz azokbdl az elemekbol
all, amelyekre - mint gondolt szdmokra - "igen" a valasz, az N részhalmaz pedig azokb6l, amelyekre "nem" a valasz.
Ha "igen" valaszt kapunk, akkor még (n - 1) Ft maradt meg kérdésekre, "nem" valasz esetén azonban csak (n - 2), igy
[1] = Sn-1, [N| = Sp-2, @Z8Z Sp = Spt + Sn2- Vildgos, hogy s; =1, mig s, =2, igy s3 = 3,54 =5, S5 =8, 5¢ = 13, 57 = 21, tehéat
16 szam kozul 7 Ft-tal tudjuk biztosan kitalalni a gondolt szdmot. Az elsé kérdésuink lehet pld ez: "a gondolt szdm az
{1, 2, 3 ..., 13} halmazban van?".

4.11 Bizonyitsd be, hogy egy kéd pontosan akkor

a) k-hiba javit6, ha minimalis tavolsaga legalabb 2k+1;
b) k-hiba jelz6, ha minimalis tavolséga legalabb k+1;
c) k-torlés javito, ha k-hiba jelzg!

Megoldés

a) Ha barmelyik két kddsz6 minimalis tavolsaga legalabb (2k+1), akkor barmelyik kodszoban k betiit elrontva, attol
csak k Hamming tavolségra jutunk, mig az dsszes tébbitdl legalabb (k+1) Hamming tvolagnyira lesziink. Igy a sz6
kijavithato.

Ha két kddszo tavolsaga csak 2k lenne, akkor azokat a szavakat nem tudnank kijavitani, amely a 2k hely kéziil k helyen
az egyik koédszoval, k helyen a méasik kodszéval, a tobbi helyen pedig mindkét kddszdval megegyeznek. Ezek a szavak
mindkét kodszobol megkaphatdk k betii elirdsaval.

b) Ha barmelyik két kodsz6 tavolsaga legalabb (k+1), akkor hidba rontunk el egy kédszét k, vagy annal kevesebb
helyen, nem kapunk masik kédsz6t, hanem tudni fogjuk, hogy hiba tortént. Masrészt, ha van két olyan kiilénb6z6
kodszd, amelyek tavolsaga legfeljebb k, akkor az egyiket legfeljebb k helyen "elirva" megkaphatjuk a masikat, és
ilyenkor nem veszi észre a hibat a rendszer.

c¢) Hasznaljuk fel a b) allitast! Ha a két kodszé tavolsaga legfeljebb k, akkor az egyik kdszbol azt a legfeljebb k betiit
torélve, ahol kildnboznek, olyan "sz¢"-hoz jutunk, amelynek rekonstrualdsa nem egyértelmii. Tehat k-torlés javitd kod
minimalis tavolsaga legalabb (k+1).

Ha egy kdédszé minden mas kodszétol k-nal tébb helyen eltér, akkor barmelyik k betiijének torlédése esetén sem
keverhet6 0ssze masik kédszoval. Tehat egy legalabb (k+1) minimalis tavolsagu kod egyben k-torlés javito is.

13-as totd "Adjunk meg" 59049 szelvénykitoltést a 13 mérkdzeshadl allé totdn Ggy, hogy biztosan legyen olyan
szelvénylnk, amely legaldbb 12 talalatos!

Emlékeztetiink ra, hogy az 5.7 feladat megoldasdban mar megmutattuk, hogy ennyi szelvényre val6ban szilkség van. A
megoldasbdl az is kideril, hogy 59049 szelvény pontosan akkor lesz megfelel, ha a kitdltések 1-hiba javit6 kddot
alkotnak, azaz barmelyik két kiilénb6z6 kitéltés Hamming tavolsaga legalabb 3. Konstrukcionk az 5.9 feladatra adott
I11. konstrukci6t, illetve az azt koveté - az 5.6 feladatra vonatkozé - Megjegyzést koveti.
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Konstrukci6

Lineéris kddot keresiink, azaz olyan
a;rYrtay Yot ... +ags Y13=0,
D1 yi+ o yot o+ Dag y13=0,
Crr Y1+ Co Yot ... +Ciz ¥13=0

alaku egyenletrendszert, amelynek egyenletei, valtozéi, miiveletei mod 3 értend6k. A kddszavak az egyenletrendszer
megoldasai lesznek. Azért van szilkség épp harom egyenletre, mert 3™ sz6b6l csak 3'°-t akarunk kédszénak valasztani,
azaz a 13 valtozobol csak 10-et akarunk szabadnak tekinteni, 3 pedig kiklszébolend6. Lattuk, hogy a kod akkor lesz 1-
hiba javito, ha az egyitthatok

A= bl b2 ...b13

maétrixaban egyik oszlop sem azonosan 0, és semelyik két oszlop sem azonos vagy egymas ellentettje (azaz -1-szerese,
vagy masképp: kétszerese). Ilyen matrixot tudunk valasztani, hiszen az oszlopok harom elembél 116 binaris sorozatok,
amelyekbél 3% = 27 van, az azonosan 0 nélkiil 26, az ellentett parokat nem megkilénboztetve épp 13.

Tapasztalataink alapjan kimondhatjuk, hogy az alabb definialt kédok 1-hiba javitd tokéletes kodok.

Megjegyzés (Binaris és ternér Hamming-kéd)

Legyen r tetszéleges pozitiv egész. Az eldbbiek ltalanositasaként értelmezhetd egy binéris (tehat kétféle jelet
hasznél6), valamint egy ternér (azaz haromféle jelet hasznal6) lineéris kod. A kddot definialé egyenletrendszer
egyenleteinek szama mindkét esetben r. A kddszavak hossza a binaris, illetve a ternér esetben rendre

r_
21 illetve 321,

a kédszavak szama pedig
31
2771 illetve 3 2
Az egyenletrendszer egyenleteinek sorrendjét rogzitjik, és igy az egyes valtozok egyiitthat6i egy-egy r komponensii
binaris, illetve ternér (oszlop)vektort alkotnak. Ezeket a vektorokat Ggy valasztjuk meg, hogy kiilénbdzzenek a
nullvektortdl, egymastal, illetve egymas ellentettjeitdl (-1-szereseitol).

Hazi feladat: Altalanos Hamming-kad Altalanositsunk tovabb! Mely q esetén lehet az eldbbiekhez hasonlé médon
értelmezni q jelet hasznalé 1-hiba javitd tokéletes kddot? Pontosan hogyan?

Tétel (Tietavainen, Van Lint) t-hiba javitd tokéletes kodbol t > 1 esetén csak kett6 van, az Ugynevezett Golay-kddok,
ezek egyike bindris, 3-javitd, szavainak hossza 23; a masik ternér, 2-javito, szavainak hossza 11.

A tételt itt nem bizonyitjuk. A ternér Golay kdddal az 5.7 feladat tablazataban is talalkozunk, hiszen létezése ideéalis
totékulcsot jelent annak szamara, aki a 11 mérk6zéshal allo toton legaldbb 9 talalatra tor.

Golay Ellenérizziik le, hogy a fenti Tételben emlitett kddok adatai megfelelhetnek tokéletes kodnak!

Megoldas A ternér esetben 11 hosszlsagu sz6bdl 6sszesen 3 van. Egy sz6tél 1 Hamming tavolsagnyira 2:11=22, mig
2 Hamming tavolsagnyira 2°- 11- 10/2 = 220 sz6 van. Egy sz6tél legfeljebb 2 tavolsagnyira tehét épp 243=3° sz6
talalhaté. Igy nincs kizarva, hogy 3*/3° = 3° = 729 kddszéval 2-hiba javitd kodot talaljunk.

A binéris esetben 23 hosszlsagu sz6bol dsszesen 2% van. Egy sz6tdl 0, 1, 2, ill. 3 Hamming tavolsagnyira rendre

23 23 23 23
=1 =23, =253, =1771
0 1 2 3
sz6 van, ami dsszesen 2048=2"". Igy nincs kizérva, hogy 22*/2'* = 2 = 4096 kddsz6val 2-hiba javité kddot talaljunk.

Megjegyzések

1. A Golay-kédokrol is olvashatunk a Typotex Kiaddnal megjelent Uj matematikai mozaik cimii kotet Hibajavito
kodok cimii irasaban, amelyet Szényi Tamas és Hraské Andras irt.

2. A Golay-kédokat manapsag is hasznaljak. Lasd pld 4i2i.com,

3. A Golay kédokrél még olvashatunk a Univ. of Illinois at Chicago honlapjan.

4. Erdemes olvasni J. H. v. Lint kdnyveit, pld a Course in Combinatorics cimii kényvét, amely az amazon.com-on meg
is rendelhetd, vagy a Designs, Graphs, Codes and their Links, illetve az Introducion to Coding Theory cimii kényveit.




2003. marc. 11. FPI tehetseggondozd szakkor 11-12. évfolyam
19. alkalom

"ldeélis 101-es"

Ebben a feladatban a természetes szamok bizonyos részhalmazait keressiik. A szamokat mindig kettes szamrendszerben
leirva képzeljlk, illetve alabb igy is emlitjiik 6ket. Két szamot nem a szokasos médon adunk 6ssze, hanem kettes
szdmrendszerbeli alakjuk megfelel6 jegyeit modulo 2, és atvitel nélkil adjuk dssze (pld 1100110 + 10011 = 1110101).
A természetes szamok (pontosabban azok kettes szdmrendszerbeli alakjainak) egy l1o; részhalmazat "idealis 101-es"-
nek nevezzilk,

1. ha he l;; = hOe l1o;; (h0 a h duplajat, tehat azt a szamot jeldli, amelyet Ugy kapunk, hogy h mégé irunk egy 0-t)
2. ha he 101 és jE o1 = h+ jE l101;
3. ha 101e |,y (itt 101 az egy-nulla-egy szamot, azaz az 5-6t és nem a szazegyet jelenti).

Hany "ideélis 101-es" részhalmaza van a természetes szdmok halmazanak?

Példak Némi probélkozas utan harom példat talalhatunk:

A) A természetes szamok halmaza. Ha feltessziik, hogy 1€ |;o; és alkalmazzuk az 1., 2. szabélyokat, akkor ezt a
"részhalmazt" kapjuk.

B) Ha csak annyit tesziink fel, hogy 101e 14 és alkalmazzuk az 1., 2. szabalyokat, akkor egy kisebb részhalmazt
kapunk. Ez pontosan azokbdl a szadmokbdl all, amelyek kettes szdmrendszerbeli alakjaban a parosadik helyiértékeken
és a paratlanadik helyiértékeken kilon-kilén az 1-esek szama paros.

C) Az arészhalmaz is jo, amelynek elemei az olyan szdmok, amelyek kettes szamrendszerbeli alakjaban az 1-esek
szama paros. Ezt a részhalmazt az 11 elem "generélja".

Segitség a teljes megoldashoz: feleltessiik meg a természetes szamok kettes szamrendszerbeli alakjait F, testbeli
egyltthat6s (azaz mod 2 szamolunk) polinomoknak! Az a = a,-2" + a,4-2"* + ... + a;-2" + a9-2° = aap.1...a18 Szamnak
az apX" + a1 X" + ... + a;-X + a polinom feleljen meg.

Megoldés

A megfeleltetés utan mar a polinomok részhalmazait keressiik. Az 1. tulajdonsag azt jelenti, hogy l1g:-beli polinom x-
szerese is ljg;-ben van, 2. szerint pedig l;o;-beli polinomok sszege is ott van. Ezekbdl az is kdvetkezik, hogy 114:-beli
polinom tetszéleges polinomszorosa is l;p;-ben van, hiszen barmely polinommal val6 szorzas felépithet6 x-szel val6
szorzasokbol és polinomok 6sszeadasabdl. Az x* + x polinommal példaul tgy szorzunk meg egy méasik polinomot,
hogy egymas utan négyszer megszorozzuk x-szel és az eredményhez hozzdadjuk az x-szel szorzott polinomot.

A feladat megoldasa innentdl kezdve mar nagyon hasonlé a "Jé 30-as" feladatéhoz, csak mig ott az egész szamok
halmaza volt a fészerepld, itt a polinomok halmaza jatszik. Lényeges kozds vonas, hogy mindkét halmazban lehet
maradékosan osztani.

Legyen most l1o; legkisebb foku (az azonosan 0-tol kiilénboz6) eleme a p polinom. Ha ge 1105, akkor p|g, merta g
polinom p-vel valé osztasi maradéka is l;o;-ben van és p-nél kisebb fokd, igy 0. Tehét l;9; a p 0sszes tobbszérosébdl, és
csakis azokbdl all. Annyi megoldas van, ahany osztdja van az x* + 1 polinomnak. Az oszték: 1, x + 1, X + 1, amibél
lathatd, hogy a fenti A), B) és C) eset az 6sszes megoldast lefedi.

Hézi feladatok: "ldeélis 1001-es"" Oldjuk meg az "ideélis 101-es" feladatot 101 helyett mindenitt 1001-gyel!

Még a multkori érarol:

Hétsz6gmintak Ebben a feladatban egy szabélyos hétszdg cstcsaira frunk 0-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen kitoltés
van. A kitéltések egy I; részhalmaza "7-szogre idedlis",

1. ha he I; =h barmely (n-360°/7-kal val0) elforgatottja is I;-ben van.

2. ha barmely két 1;-beli kitoltés csiicsonként és mod 2 sz&mitott 6sszege is I--ben van.

A kitoltéseknek hany "7-szogre idealis" részhalmaza van?

5.11 (Juhasz Istvantdl és Szegedy Balézstol is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszag televizidjanal dolgozik. Esténként alkalma van az adasha ker(ilé 8x8-as fekete fehér tabla
egyetlen mezdjének szinét megvaltoztatni. Nem feltétleniil sziikséges valtoztatnia. Sajnos sohasem tudja elére, hogy
milyen mintazatd lesz a 64 mezg, amikor eléje kerll. Hanyféle informéciét tud igy kildeni a TV-n keresztiil?



