2003. marc. 4. FPI tehetseggondozd szakkor 11-12. évfolyam
18. alkalom

Folytattuk a Kédok feladatgyiijtemény feldolgozasat, leginkabb az 5.9. feladattal foglalkoztunk. Menet kézben megis-
merkedtink a linearis kod fogalmaval, és tébb példan is lattuk, hogyan lehet 1-hiba javito linearis kodot konstrualni.

Hézi feladatnak a malt 6rarol megmaradt: hétszégminték, 13-as toto, Uj példak: 5.11, fizetés barkochba.

A 18. szakkor részletezett anyaga

5.9 Most isaz 1, 2, 3, ...16 szdmok kozul kell kital&lni egyet barkochba-kerdésekkel. Kérdéseinket elére le kell irni és
nincs befolyasunk arra, hogy a gondolé milyen sorrendben nézi és vélaszolja meg azokat." Hany kérdéssel tudjuk
biztosan kitalalni a gondolt szdmot, ha varhatdan egyszer (legfeljebb egyszer) téves valaszt kapunk?

Megoldés (Als6 korlat)

Tegyuk fel, hogy k elére leirt kérdéssel ki lehet talalni a gondolt szamot. Tekintsik ezt a k kérdést, és valasszuk ki a 16
szam egyikét, mintha az lenne a gondolt szam. Valaszoljuk meg a k db kérdést hazugsag nélkiil. irjunk 0-t az "igen", 1-
est a "nem" valasz helyett. igy egy k hosszlsagu 0-1 sorozatot kapunk, amit a kivalasztott szam kodjanak fogok
nevezni. Ha a valaszol6 egyszer hazudik, akkor nem a szam kaédjat kapjuk, hanem egy olyan sorozatot, amely egy
helyen kiilénbézik a szam kédjatol. Az ilyen sorozatokat a szam alkédjanak fogom nevezni. Alkodbol éppen k darab
van, mert a k kérdésbél egyre kaphatunk rossz valaszt, és mindegyik kérdésre egyféle rossz valaszt kaphatunk. A 16
szdmhoz 16 kdd és 16k alkdd tartozik. Ezeknek mind kilénbozéeknek kell lennie, mert ha volna k6zds elemiik, akkor
az annak a 0-1 sorozatnak megfelel$ valaszok esetén nem tudnank kitalalni a gondolt szémot. Osszesen 2 darab k
hossz( 0-1 sorozat van, gy biztosan teljesiil a 16- (k+1) < 2*egyenlstlenség. A két oldal értékét k = 1, 2, ... esetén
tablazatban irom fel.

k 1] 2[3[4]5] 6 7 8
16- (k+1) | 32 | 48 | 64 | 80 | 96 | 112 | 128 | 144
2" 2| 4] 8]16[32] 64 | 128 256

Lathato, hogy az egyenldtlenség a k = 7 esetben teljestl elgszor. Tehat legaldbb 7 elére leirt kérdésre van sziikség.

I. konstrukcié ("Mohé algoritmus™)

7 elére leirt kérdéssel megoldhato a feladat.

Ennek igazolasahoz 16 db olyan 7 hosszusagu 0-1 sorozatot kell megadni, amelyek kozil barmelyik ketté legalabb
harom helyen eltér egymastol. Ebbdl ugyanis kovetkezik, hogy a 16 kod és 16-7 alkdd mind kiilénbozo lesz: ha két
klldnboz6 kddhoz tartozé alkod megegyezik, akkor a két kdd csak két helyen tér el egymastdl.

Mohé algoritmussal dolgozunk. A 0000000 sorozattél kezdve a lexikografikusan legkisebb olyan sorozatot keressik,
amelyik mindegyik korébban mar kivalasztott sorozatt6l legalabb 3 helyen kiilonbdzik. Az eredményil kapott 16 db
0 - 1 sorozat az alabbi tablazat oszlopaiban talalhato:

112]3|4|5|6|7]8]9]10]11|12]13|14|15]16
l.sorf0j]0O|j0O]O|JOjO]jOfO]2|2 |21 |1 |1 ]|1]1]|1
2.sor{O|O|O]jOf1]2)j1]2j0]0|O0O]JO]1T|2]1]1
d.sorfO|Of21]1|0]Oj1]2j0]0O|2]1T]0|0]1]1
4.sorj0O|0O}]2|1}]1|1/0]|0f21]1]|]0|J0O]J0O]|]0O0]|1]1
S.sor{O|1f0j1|0]j2j0}]2j0]1|0]1]0|1]0]1
6.sor{O|1|0O]1|1]|]0j1]0j1]0|2]O0O]O0O|21]O0]1
7.sorfO|1|1]|0|0O]2)1]0j1]0|0O]1T]1]0]0]1

A 7 kérdés a 7 sorbdl olvashato ki. Egy oszlophoz tartozé kérdes, azokra az 1 és 16 kozti szamokra kérdez r4, amelyek
soraban az adott oszlopban 0 all. A hét kérdés mindegyike igy kezdédik: "A gondolt szam az itt megadott halmazban
van?". A hét megadott halmaz az alébbi sorokban olvashaté:

! Ezzel az "El6z6 vélaszod igaz volt?" - tipust kérdéseket akarjuk kisziirni. Tehét kérdés nem vonatkozhat a valaszok
igazsagtartalmara.
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l.kérdés: 1 2 3 4 5 6 7 8

2.kérdés: 1 2 3 4 9 10 11 12

3. kérdés: 1 2 5 6 9 10 13 14

4. kérdés: 1 2 7 8 11 12 13 14

5. kérdés: 1 3 5 7 9 11 13 15
6. kérdés: 1 3 6 8 10 12 13 15
7. kérdés: 1 4 5 8 10 11 14 15

Erdekes, hogy a fenti 1., 2., 3., 5. kérdések rendre megegyeznek az 5.8 b) feladatra adott megoldasok kérdéseivel (lasd
a 16. szakkart).

Il. konstrukcié (Algebra I.)
Az 5.8 b) feladatra adott 1. konstrukciéra épitve az 1.2 feladat IV. megoldasanak mintajara (lasd a 15. szakkdort)
dolgozunk.
Legyen (n-1) kettes szamrendszerbeli alakja Xgxsx2x; (n €1, 2, ..., 16, x;€0, 1). Ebben a megkdzelitésben az 5.8 b)
feladatra adott Il. konstrukcié kérdései igy irhatdk:

"Xg = 0?"; "X, = 0?"; "X, = 0?"; "X, = 07",
Allitjuk, hogy a jelen feladat megoldasét kapjuk, ha a fenti négy kérdést kiegészitjiik az alabbi harommal:

"XatXotXy = 07" "XgtXot+Xy = 07" "XgtXatX, = 07",

ahol az dsszeadds és az egyenléség mindendtt mod 2 értendd.
A vélaszokat elfogadva megallapithatjuk Xg, X4, X, X1, Xa+Xo+X1, Xg+Xo+X1, Xg+X4+X; rtékeit és az elsé négyre kapott
értékkel leellendrizhetjuk az utolsé harmat. Ha egyik ellendrzés sem teljesul, akkor biztosan x; volt a ludas, értékét
kijavithatjuk. Ha két ellenérzésnél sem stimmelt az dsszeg, akkor x,, X4 vagy Xs értéke volt hibas, attdl fuggéen, hogy
melyik két egyenlettel volt baj. Mindegyik valtoz6 legalabb két 6sszegben szerepel, igy ha csak egy ellenérzésnel
jutottunk ellentmondashoz, akkor biztosan annak az dsszegnek az értékét kaptuk rosszul, a valtozok értékei helyesek.
Végul, ha minden ellendrzés klappolt, akkor nem is kaptunk hamis valaszt, tudjuk a valtozdk értékeit.

Megjegyzés
Mutassuk meg, hogy az 1. konstrukcioban megadott kérdések is megfogalmazhatok a 11. konstrukcidban adott algebrai
alakban!

I11. konstrukci6 (Algebra Il., Hamming kéd)

Az I. konstrukcié gondolatmenete alapjan, de a I1. konstrukciéban szereplé algebrai madszerhez hasonlé megoldast
keresunk.

16 db olyan hét hosszlsagu O - 1 sorozatot kell megadni, amelyek kozil barmelyik ketté legalabb harom helyen elter
egymastol. Szeretnénk ezeket a sorozatokat egy

arryatay Yt ... +tary,=0,
D1 yi+ 0oyt .+ by, =0,
Crry1+Co Yot ..+ Crry7=0

homogén linearis egyenletrendszer megoldasaként eléallitani. (Itt, és az alabbiakban a +, - miiveletek és az egyenléség
is mod 2 értendd, az egylitthatok, valtozok értékei 0 és 1 lehetnek.) Azaz olyan a;, ay, ..., az, by, by, ..., by, €1, Co ..y C7
egyltthatokat kereslink, amelyek esetén a fenti egyenletrendszert kielégité y; ys ... y; sorozatok koziil barmelyik kettd
legalabb 3 helyen eltér egymastol. Az ilyen kodot lineéris kddnak nevezik.

A linearis kodnak a kovetkez6 elénye van. Az egyenletrendszer egyik megoldasa, tehat az egyik kodsz6 a 00...0
sorozat. Tegyuk fel, hogy sikeriil olyan az egyenletrendszer egyiitthatéit Ugy megvalasztani, hogy barmelyik mésik
megoldas 00...0-t6l legalabb harom helyen térjen el, azaz legalabb harom 1-es legyen benne. Allitjuk, hogy ebben az
esetben barmelyik két megoldas legalabb harom helyen eltér egymastél. Valdban, ha az yi; Vo1 ... Y71 €S aZ Y12 Yoz ... Y72
sorozat is teljesiti a fenti egyenletrendszert, azaz

ar Yt ayyat..+taryn=0, ar Yot @y Yoot ... tar ¥y =0,
D1 i1+ 0o Yo + .+ 07y =0, D1 Y12+ Do Yoo o+ 07 Y72 =0,
CrrYu+Coyaut..+Cryn=0, Cr' Y12+ Cor Yoot ... + C7 Y72 =0,

akkor a megfelel6 egyenletek kivonasa révén kapjuk, hogy
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ar (Yui-Yi2) + @2 (Yor-Yo2) + ..o + @ (Yr1- Y72) = 0,
D1 (Yi1- Yi2) + D2 (Vo1 - Ya2) + ... + by (Y72- ¥72) = 0,
Cr (Y- Y12) + Cor (Yar - Y22) + ... + C7 (Y1 - ¥72) = O,

azaz az (Y11 - Y12) (Ya1- Y22)... (Y71 - Y72) Sorozat is teljesiti az eredeti egyenletrendszert. Ebben a sorozatban feltétellink
szerint legaladbb harom 1-es van, de pontosan ott van benne 0-tél kiilonbdzé szam, ahol az yi1 Y1 ... Y71, Y12 Yo2 - Y72
sorozatok eltérnek egymastél. Tehat ha egy lineéaris kddban nincs olyan kddsz6, amelyikben egy vagy két 0-t6l
kildnbozo jel van, akkor barmely két kodszo tavolsaga legaldbb harom.

Feltételi egyenlet nélkiil az yy, Yo, ..., y7 binaris valtozok értékei 2’-féleképpen vélaszthatok meg, hiszen mind a hét
véltozd szabadon és egymastol flggetlenil folveheti a 0, 1 értékek barmelyikét. Egy egyenlet lehetdseget ad, hogy az
egyik valtozot kifejezzik a tobbibdl, igy a szabad valtozok szdma eggyel csdkken. Azt szeretnénk elérni, hogy az
egyenletrendszernek 16 = 2* megoldasa legyen, ehhez 3 (fiiggetlen) egyenletet kell megadni.

Az
aryi+ayy,+..+ary=0,
by y1+ by yo+ ..+ b7y =0,
CrrYi+Co Yot ..+Cry;=0

egyenletrendszer tehat pontosan akkor megfeleld, ha (egyenletei fliggetlenek és) nincs olyan megoldasa, amelyben az
ismeretlenek kozil egynek vagy kettonek az értéke 1-es (és a tobbi 0).

y1 =1, ¥, =... =y7 = 0 pontosan akkor megoldasa a fenti egyenletrendszernek, ha az

a, a,a; a, as ag a;
C; Cp C3 C4 Cs Cg C7

métrix elsé oszlopaban mindenitt 0 all. Altalaban, egyenletrendszeriinknek pontosan akkor van olyan megoldasa,
amelyben az egyik valtozé értéke 1, a tébbié 0, ha A-nak van azonosan 0 oszlopa.

y1=Y>,=1, y3=..=y; =0 pontosan akkor megoldasa az egyenletrendszernek, ha az A matrix els6 két oszlopa egyenld
egymassal. Altalaban, pontosan akkor van olyan megoldas, amelyben két valtozé értéke 1, a tébbié 0, ha A-nak van keét
egyforma oszlopa. Az A matrix tehat pontosan akkor ad megfelel6 egyenletrendszert, ha egyik oszlopa sem egyezik
meg az azonosan 0 oszloppal vagy egy masik oszloppal (és az egyenletek fliggetlenek).

A egy-egy oszlopa egy harom elembél &ll6 binaris sorozat, amely 2° = 8-féleképpen valaszthaté meg. A 8 koziil az
egyik azonosan 0, ez nem lehet A-ban, tehat A oszlopai - a sorrendtél eltekintve - egyértelmiien meghatarozottak:

1110100
A=(1101010|
1011001

Tehat a megfeleld egyenletrendszer:
1yi+1y,+1y3+0ys+1ys+0 ys+ 0 y; =0,
1y +1y,+0 y3+ 1y, +0 ys+ 1. Y5+ 0y, =0,
1y +0y,+1y3+ 1y, +0ys+0 ys+ 1y, =0,

Ennek valéban 16 megoldésa van (azaz egyenletei fiiggetlenek) hiszen y, y», s, Y4 €rtékei szabadon valaszthatok és

Ys=1y1 + 1y, + 1 y3+ 0 yy
Ye=1y1 +1y,+0-y3+ 1y
y7=1y1 +0-y2+ L ys+ 1 ya

A 16 megoldas itt lathaté:
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1]2[3]4]5]6|7|8]9|10][11]12]|13[14]15] 16
yi |oJolofJofofofofola1]l2a 1|11 ]1]1]1
y, |0j0|0]|O|21]1|1|2]0|lO0O|O|O0O|21]1]1]1
ys |0j0|1]1]|0]O0f2|2]0|0O|21|1|0]0O]|1]1
ys |0|1|0|1]|0|1|l0|2]0|2|O0|1|0O0]21]0]1
ys |0|0|1]|1|1]1|l0o|O|1|2|O0|0|O]|O]|1]1
V¢ |O|1|0]|1|12]0f2|0|1|0|1|0|0O]|1]0]1
y; |0Oj1|1|0|0|1|1|0|1|0|O0O|1|21]0]O0]1

Lathato, hogy - két sor felcserélodésétol eltekintve - ugyanahhoz a tablazathoz jutottunk, mint az 1. konstrukcid esetén.
Megjegyzés

Az eldbb latottak alapjan Uj konstrukciot adunk a mult érai 4.6, 5.6 példdkhoz. Most tehat hdromféle jellink van, pld 0,
1, 2 és négyes sorozatokat kell gyartanunk. Szamoljunk mod 3 (tehét 2 = -1), és keressiink olyan

arrYrtay Yot agyst arys=0,
D1 y1i+ 0o Yo+ bgr Y3+ s ys=0

alaku egyenletrendszert , amely megoldashalmaza 1-hiba javito linearis kod! Azért van sziikség most csak két egyenlet-

re, mert 4 valtozonk van, de 9 kodszot keresiink, tehat két szabad valtozot kell hagynunk, kettét kell tudni kikiiszobolni
az egyenletekkel. Most is Ugy kell megvalasztani az egyenletrendszer egyutthat6inak

b, b, by b,
maétrixat, hogy az egyenletrendszernek ne legyen olyan megoldasa, amelyben csak egy vagy két valtoz6 értéke
kildnbozik 0-t6l. Az egy darab 0-t6l kiilonb6z6 elemet tartalmazo sorozatokat most is Ggy tudjuk kizarni, hogy nem

engedlnk meg a matrixban olyan oszlopot, amelyben mindkét elem 0. Tekintsiink most két darab nullatél kiillonbdzé
elemet tartalmazé sorozatokat, legyen pld y; =y, # 0, y3 = y, = 0. Ez pontosan akkor megoldas, haa; = - a, és by =- by,

azaz haaz
a a,
bl ' b2

oszlopvektorok egymas ellentettjei. Azy; =1,y,=-1, y3= ys=0valamintazy; =-1,y, =1, y3 = y; = 0 szdmnégye-
sek pontosan akkor megoldasok, ha a; = a, és b; =h,, azaz ha

| (a2

bl - b2 l
Ha nem akarunk olyan megoldasokat, amelyek legfeljebb két helyen térnek el egymastél, akkor olyan A matrixot kell
valasztani, amelynek nincsenek azonosan 0, egymassal egyenld, illetve egymassal ellentétes oszlopai. Pld egy ilyen

matrix:
1120
2102 )

yit Y2+ 2:y3=0,
2:y1+ Yo+ 2:y4=0

amely az

egyenletrendszert, azaz a

Yit Y2=Ys,
2:y1+ Y2 =Y,

osszefliggéseket hatarozza meg. Epp ezeket "talaltuk ki" az el6zé 6ran a 4.6 feladat 11. megoldéasaban.
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IV. konstrukci6 (Négyzetminta)

Térjunk vissza a "Négyzetminta" feladathoz, az el6z6 foglalkozas els6 példajahoz! Egész szamok helyett szdmoljunk
binarisan (mod 2), azaz a "paros" és "paratlan™ szavakat 0 és 1 helyettesitse! A négyzet cstcsaihoz irt 8 szamot 16-féle-
képpen adhatjuk meg, hiszen a csticsokhoz elgszor irt egy-egy szam 6sszesen 2°-féle lehet és ezek méar meghatérozzak
a tovabbi négy szamot. Igy tehét dsszesen 16 db 0-1 sorozatot kapunk, amelyek egy lineéris halmazt alkotnak, azaz a
16 kozul barmelyik két sorozat 6sszege (természetesen koordinatanként és mod 2 értve) is a 16 sorozat kozott van. A
"Négyzetminta" feladatban azt lattuk, hogy e sorozatokban 0, 4 vagy 8 db 1-es lehet, tehat a 16 sorozat egy olyan linea-
ris kodot alkot, amelynek minimélis tavolsaga 4. Ha a nyolcelemii sorozatok egyik, pld az utolsé elemét mindegyikben
elhagyjuk, akkor 16 olyan hételemii 0-1 sorozatot kapunk, amelyek kozil barmelyik ketté Hamming tavolsaga legalabb
3. Az |. konstrukcié elején leirtak szerint éppen ilyen sorozatokat kerestiink.

Végul két levezeto feladat:
Jb-30-as Az egész szamok egy lsg részhalmazat "jo 30-as"-nak nevezziik, ha teljestilnek ra az alabbi feltételek:

1. Ha he I3, és n tetszdleges egész szam, akkor n-h e s,
2. Ha hle l3g és h2€ l30, akkor h1+ h2 € lx.
3. 30e |30.

Az egész szamok halmazanak hany "jé 30-as" részhalmaza van?

Megoldés

Az 1. - 2. tulajdonsagokbdl kdvetkezik, hogy jé 30-as halmazban lehet maradékosan osztani, azaz, ha hye Isg és hye l5g
és h; = n-h, + mahol n, m egész szdmok, akkor me l3,. Legyen k egy j6 30-as halmaz (egyik) legkisebb abszolut-értékii,
de 0-tol kildnbdzo eleme. (Ilyen elem biztos van, hiszen 30 benne van a halmazban, igy csak az 1, 2, ... 30 eseteket kell
végignézni.) Ekkor k minden tébbszordse is a jo 30-as halmazban van, de mas elem nem is lehet a halmazban, mert a
maradékos osztas k-nél kisebb abszolut-értékii elemet eredményezne. Tehat minden jé 30-as halmaz egy elem 6sszes
tobbszordsébol all. 30 pontosan akkor lesz egy ilyen halmaznak eleme, ha a szébanforgd elem 30 oszt6ja. 8 megfelels
halmaz van, ezek rendre 30, 15, 10, 6, 5, 3, 2, 1 dsszes tobbszordseibdl allnak.

Pénzes barkochba (P6sa Lajos feladata) Az 1, 2, 3, ... 16 szamok kozil kell kitalalni egyet barkochba-kérdésekkel. A
valaszokeért fizetniink kell: az IGEN véalaszért 1 Ft-ot, a NEM valaszért 2-t. Legalabb hany Ft-ra van sziikség ahhoz,
hogy biztosan kitalaljuk a gondolt szdmot?

Ez a feladat hazi feladatnak maradt. Tovabbi gondolkodnivalok:

Még a multkori érarol:

Hétsz6gmintak Ebben a feladatban egy szabélyos hétszdg cstcsaira frunk 0-t vagy 1-et. Osszesen 2'=128 ilyen kitoltés
van. A kitdltések egy I; részhalmaza '7-szogre idedlis", ha

1. Ha he I; =h barmely (n-360°/7-kal val6) elforgatottja is I,-ben van.

2. Barmely két 1;-beli kitoltés csiicsonként és mod 2 szamitott 6sszege is I,-ben van.

A Kitoltéseknek hany "7-szogre idealis" részhalmaza van?

13-as totd "Adjunk meg" 59049 szelvénykitoltést a 13 mérkdzeshadl allé totdn Ggy, hogy biztosan legyen olyan
szelvénylnk, amely legaldbb 12 talalatos!

Uj feladat:

5.11 (Juhasz Istvantdl és Szegedy Balézstol is hallottam)

Egy kém az ellenséges orszag televizidjanal dolgozik. Esténként alkalma van az adasba ker(ilé 8x8-as fekete fehér tabla
egyetlen mezdjének szinét megvaltoztatni. Nem feltétleniil sziikséges valtoztatnia. Sajnos sohasem tudja elére, hogy
milyen mintazatd lesz a 64 mez6, amikor eléje kerll. Hanyféle informéciét tud igy kildeni a TV-n keresztiil?



