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A szakkoron tovabb folytattuk a Kédok feladatgyiijtemény feldolgozéasat. Megheszéltiik az 5.8 feladatot, visszatértiink
az 1.1 példara és 1.2 megbeszélése utan 5.5-re is. Kielemeztilk a 4.1 feladatot.

Hézi feladat lesz: 5.3, 1.2-nél az 6sszes minimalis megoldas jellemzése, 4.6 és 5.6.
Tovabbi gondolkodnivald: az ISBN szdm elemzése.

A kovetkezé alkalommal megbeszéljik a januari Kémal B feladatokat.

A 16. szakkor részletezett anyaga

5.8a)Az 1, 2,3, .. 16 szamok kozul kell kitalalni egyet barkochba kerdésekkel. Legalabb hany kérdésre van szlikség?
b) Es ha a kérdéseket elére le kell irni, azaz a kdvetkezé kérdés nem fligghet az elézére kapott valasztol?

Megoldés

a) Egy-egy kérdés a sz6bajovo szamok halmazat két részhalmazra bontja: azokra, amelyekre igen a vélasz (ha az a
szam a gondolt szdm) és azokra, amelyekre nem a valasz. "Rossz esetben" olyan valaszt kapunk, amely azt mutatja,
hogy a nagyobb, pontosabban a nem kisebb részhalmazban van a gondolt szam. Ezért, ha biztosra megylink nem
tehetiink jobbat, minthogy kérdéseinkkel megfelezzik a lehet6ségeket. 4 kérdés kell a kitalalashoz, és ennyi elég is.

b) Most is szlikséges a 4 kérdés, és elég is. Ehhez azt kell elérniink, hogy a kovetkezé keérdés az elézére adott barmely
vélasz esetén megfelezze a lehetoségeket.

I. konstrukci6
Az alabbi megoldas négy kérdése mind igy kezdadik: "A gondolt szdm az itt megadott halmazban van?". A négy
megadott halmaz:

l.halmaz 1 2 3 4 5 6 7 8

2.halmaz 1 2 3 4 9 10 11 12

3.halmaz 1 2 5 6 9 10 13 14

4. halmaz 1 3 5 7 9 11 13 15

I1. konstrukcio Az imeénti megoldast a diakok gyakran megtalaljak, de ritkan veszik észre, hogy teljesen megegyezik a
kovetkezovel. Irjuk fel a gondolt szamnal eggyel kisebb szdmot kettes szdmrendszerben négy jeggyel (pétoljuk az
elejét 0-kal, ha sziikséges)! Ezek a felirdsok az alabbi tablazat oszlopaiban lathatok.

n 112|3|4|5|6|7]8]9]10]11/12]13|14|15]16
n-1 0[1]2|3[4|5]|6]|7]8]|9 [10]11)12|13|14]15
l.sor/0|]0|0]O|0O]O]O|O]1T}1 |1 |2 |1 |1 |1 |1
2.sor{O|O|O|O|1]2)1]21]0]0 |O |O |21 |1 |1 |1
d.sor{O|Of2]|21|0]0O]J1]2])0]0O |1 |1 |O |O |1 |1
4.sor{0|1]0|1]0]1|0O]1f0O]|1 |O |1 |O |1 |O |1

Kérdéseink:

1. Az igy kapott szdm balrdl (a tablazatban folulrél) szamitott elsé jegye 0?

2. Az igy kapott szdm balrél (a tAblazatban folllrél) szamitott masodik jegye 0?

3. Az igy kapott szdm balrél (a tAblazatban folilrél) szamitott harmadik jegye 0?

4. Az igy kapott szam balrél (a tablazatban foliilrél) szamitott negyedik jegye 0?

A négy vélasz alapjan megkapjuk a gondolt szamnal eggyel Kisebb szdm kettes szdmrendszerbeli alakjat, igy ki tudjuk
taldlni a gondolt szdmot. Lathatd, hogy tablazatunk négy sora, megfelel az 1. konstrukci6 négy kérdésének. Az adott
sorban az n-1 szdmnak megfelel6 oszlopban pontosan akkor all 0, ha az el6z6 megoldas megfelelé kérdésében n benne

volt a kijel6lt halmazban.

1.1+ Visszatériink az 1.1 a), b) feladatokhoz, egy altalanosit6 keérdés erejéig. Végezziink két mérést: az elsében az 1.,
2., ... 10., széria sulyaibdl rendre ay, a,, ..., a;0; @ masodikban a szériakbol rendre by, by, ..., by darabot tesziink fel a
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mérlegre (ay, ay, ..., a0, b1, by, ..., bygnemnegativ egész szdmok). Adjunk meg olyan algebrai feltételt a felsorolt
darabszdmokra vonatkozolag, amely alapjan elddnthetd, hogy a két mérésbél kitaldlhatd-e hogy melyik széria adatai
hibasak vagy nem talalhat6 ki.

Elemezziik pld az alabbi harom tervet:

A)
széria: 1.12.13.|4. |5 |6.]7./8.1]9.]10.
lmérés(a)| 1|23 |4|5|6|7|8|9]10
2.mérés(b) | 0| 1|23 |4|5|6|7|8] 29
B)
széria: 1.12.13.|4. |5 |6.|7. | 8 9. | 10.
lmérés(a)| 0| 1|2 |3|4|5 |6 7 8 9
2.mérés(b) | 1 |2 | 4|8 |16|32|64| 128 | 256 | 512
®)
széria: 1.12.13. |4 |5 |6.]7./8.1]9.]10.
ILmérés(@) |1 |11 (121|111 |1]1
2.mérésb) (0|12 |3 |4|4|3|2|1] 0
Megoldés

Az A) terv jo, mert a két mérés kulénbsége, épp az 1.1 a) feladat megoldasaban adott mérést allitja el6, az 1. merés
pedig az 1.1 b) feladat megoldasanak mérése.

A B) tervnem jé, a 2. és 3. széridkkal van a gond. Ha a 2. széria sulyai 2 kg-mal nehezebbek az el6irt értéknél, akkor
ugyanazokat az eltéréseket érzékeljlk, mint amikor a 3. széria sulyai 1 kg-mal nehezebbek az elgirtnal.

A C) tervnél hasonlo jellegii a hiba az 1. ésa 10.,a 2. és a 9., stb. szériaparok viszonyaban.

Altalaban, akkor nem tudjuk eldénteni, hogy a k-adik vagy a j-edik széria a hibas, ha van olyan g és olyan g; nemnulla
hibatag, amelyre a,-g = aj-€; és ugyanakkor by-g, = bj-€;. Pontosan akkor vannak ilyen e-ok, ha ay:a; = by:b;, azaz ha az
(a; by, (a;; by) vektorok egyallasuak.

Tovabbra is hazi feladat az 1.2 feladatra vonatkoz6 hasonld jellegti diszkusszio: ott egy mérési tervhez meg kell adni
az el6irt mérések szamat - a tovabbiakban ezt n jel6li - tovAbbad nemnegativ egész szdmokkal kell kitdlteni az tirlap 1.,
2., 3., 4., 5. oszlopait. Jel6lje az igy kapott szamtéblazat i-edik soranak (i =1, 2, ..., n) j-edik oszlopéba (j= 1, 2, 3, 4, 5)
irt szamot a;; (a;; természetes szam). Tehat a;; -vel jel6lom az i-edik méreésnél a j-edik szériabol vett sulyok szamat.
Hatarozzunk meg az a; szamokkal kapcsolatos olyan algebrai feltételt, amely azzal ekvivalens, hogy a mérésekbdl
meghatarozhatdk a sulyok (feltéve, hogy legfeljebb egy hibas az eredmények kozl).

5.2 Egy hajé és utasai, 6sszesen 100 6, Ungabunga szigetén az emberevék fogsagaba esett. Tudjak, hogy masnap
reggel a kannibélok lelltetik 6ket egymas mogé, és mindegyikik fejére egy-egy piros vagy kék sapkat hiznak.
Mindenki csak az 6sszes el6tte 116 ember fején 1évé sapkat fogja 1atni, a sajatjat és a mogotte Glokét nem. A leghétso
embertdl kezdve sorban mindenki hangosan mondhat majd egy szint: pirosat vagy kéket. A végén azt engedik
szabadon, aki sajat sapkaja szinét mondta, aki nem talalta el, azt bizony megeszik. A kannibalok szigortak, ha barki
maést tesz, minthogy a lehetd legegyszeriibben kimondja a "piros” vagy a "kék" sz6t, akkor senkinek sem kegyel-
meznek.

A foglyoknak még egy esélye van. Most este még dsszebeszélhetnek. Szeretnék, hogy minél tébben megszabaduljanak.
Hany fogoly tud biztosan megmenekulni?

I. megoldas

50 rabot szabaditok meg, hatulrdl szamitva minden parosadikat. A paratlan sorszamu rabok bemondjak az eldttuk levd
sapkajanak szinét, a paros sorszdmu rabok pedig a sajat sapkajuk szinét. Igy az utébbiak mind megszabadulnak, a
tobbiek csak szerencsés esetben menekilhetnek meg.

I1. megoldas

93 rabot szabaditok meg. A leghatsé hét rab csak az elsé 93-mal térodik. Megszamoljak, hogy azokon dsszesen hany
piros sapka van, ezt a szamot felirjdk maguknak kettes szdmrendszerben (ez legfeljebb hétjegyii), és ennek jegyeit
mondjak be sorban (pld "piros" jelenti az "1"-et). Az els6é 93 mindegyike tudja, hogy rajtuk 6sszesen hany piros sapka
van, mindegyik hallja a mégotte levok sapkajanak szinét (a 93-hol), latja az el6tte levokét, igy a sajatjat ki tudja talalni
és bemondja.
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I11. megoldés

Az el6z6 megoldas javithato. 99 rabot is ki lehet szabaditani.

Az embereknek szlikségtelen tudni az dsszes piros sapka pontos szamat, elég tudni a piros sapkak szamanak paritasat.
Megallapodnak pld abban, hogy a leghéatsé ember "piros*-at mond, ha az el6tte levé 99 ember kdzil 6sszesen paratlan
soknak a fején lat piros sapkat, és kéket mond az ellenkezd esetben. Igy a 99 emberbdl mar mindenki tudja, hogy rajtuk
Osszesen paros vagy péaratlan db piros sapka van, latja az elétte levok sapkajat, hallja a mogotte levok sapkajanak
szinét, igy a sajatjat is kitalalhatja és bemondja.

100 rab nyilvan csak szerencsés esetben szabadulhat, a leghatsé nem kap informaciot sajat sapkajarol.

4.1 (Palvolgyi Démotor példaja, Bergengéc példatar 2. 237. fel.)

A budapesti telefonszamok hétjegyiiek. Sokszor eléfordul, hogy valaki két szomszedos szamot felcserél,

ezért téves a hivasa. Keress minél egyszeriibb eljarast arra, hogy a hétjegyii szdmok végére meg egy ellenérzé szamot
téve, a kdzpont szamcsere (két szomszédos szam felcserélése) esetén jelezni tudja, hogy a szam téves, és ne kapcsoljon!

I. megoldas
Legyen Xg = X; + 2%+ 3X3+ 4X4+ SXs+ 6Xs+ 7X7 (mod 10). Az 1.1 d) feladat I. megoldasanak mintajara lathatd, hogy két
szomszédos jegy felcserélodése esetén a jobb oldali kifejezés értéke valtozik, igy az 6sszefliggés nem marad érvényben.

Megjegyzés
Sajnos baj van a 7. és 8. jegyek cseréjénél. llyenkor a bal oldal is valtozik, nem csak a jobb, az 6sszefiiggés esetleg
érvényben marad. Lehetséges, hogy egyszerre teljesiiljon az
X1 + 2%+ 3Xa+ 4X4+ SXst 6Xgt+ 7X7 = Xg (Mod 10) és a
X1 + 2%+ 3Xa+ 4X4+ 5Xs+ 6Xs+ 7Xg= X7 (Mod 10)
osszefliggés is. Valdban a két kongruencia kivonasa és rendezés utan
8(Xs - X7) =0 (mod 10),
ami teljesiil pld xg = 6, x; = 1 esetén, tehat ha egy jé nyolcjegyii szam utolsé két jegye 6 és 1, akkor az utolso két jegy
cseréjét nem veszi hibanak a rendszer.

I1. megoldas
Legyen xg = X1 + X3+ X5 + X7 (Mmod 10). Két szomszédos jegy felcserélddése esetén a jobb oldali kifejezés értéke
valtozik, igy az 6sszefliggés nem marad érvényben.

Megjegyzés
Sajnos most is baj van a 7. és 8. jegyek cseréjénél. Lehetséges, hogy egyszerre teljesiiljon az
X1 + X3+ X5+ X7 =Xg (Mod 10) és a
X1 + X3+ X5 + Xg= X7 (Mod 10)
osszefliggés is. Valdban a két kongruencia kivonasa és rendezés utan
2(Xg - X7) =0 (mod 10),
ami az el6zéével analdg hibat okoz.

I'. megoldas
Legyen xg = 0x; + 1o+ 2Xs+ 3X4+ 4Xs+ Sxg+ 6%7 (Mod 10). Most a 7. és 8. jegy felcserélését firtatd kongruencia-
rendszer a
7(Xs - X7) =0 (mod 10)
kongruenciahoz vezet, amelybdl mar kévetkezik, hogy xg=X; (mod 10), azaz Xs = X7, azaz nincs igazi csere.

II". megoldas
Legyen Xg =X, + X3+ Xs (Mod 10). Az elsé hét jegybdl két szomszédos cseréjénél csak a jobb oldal, az utolso két jegy
cseréjénél csak a bal oldal értéke valtozik, tehat a kongruencia nem marad fenn.

Hézi feladat

4.2 Nézd meg sok kiilénb6z6 kdnyv azonositojat, az ugynevezett ISBN (International Standard Book Number) szdmot!
Prébaldd meg kideriteni, milyen részekbdl all, hogyan epil fel ez az azonositd! (Segitség: a legutolsd jegy egy ellen-
6rzé jegy, segitségével kiszirhetd barmelyik két szamjegy felcserélése, illetve barmelyik jegy elirasa. A tébbi jegy
harom csoportba oszthat6 és a kényv azonositasara szolgal.)

Elméleti 6sszefoglald a kédokrél:

Legyen adva egy tetszéleges abc (betiikészlet, a kédolasnal tipikusan {0,1}) és egy n pozitiv egész (a szavak hossza).
Az abc elemeibdl készithetd n hosszUsagu sorozatokat szavaknak nevezziik.
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Két sz6 tavolsagan (Hamming tavolsag) azoknak a helyeknek a szadmat értjik, amelyeken kiildnbéznek egymastal.
(Az AABC, CBBC szavak tavolsaga pld. 2, mert az els6 és a masodik helyen térnek el egymastol.)

Az altaldnos megkdzelitésben kddon a szavak egy tetszéleges részhalmazat értjiik. A kddba tartozo szavak a kodszavak.
Ugy képzeljiik, hogy két fél kommunikal egymassal és a kodszavak az értelemmel bird jelek. Elgfordulhat, hogy a
kommunikacio soran egy kddsz6 séril (a killdé hibdzott, a kommunikéacios csatorna zaja médositotta az (izenetet vagy
a fogado fél hibasan olvasta ki a sz6t). A kapott sz6t ugy javitjuk, hogy atirjuk a téle legkisebb (Hamming) tdvolsagra
lévé egyik kodszora.

A kéd k-hiba javitd, ha barmelyik kodszavaban k vagy annal kevesebb betii médosulésa esetén a fenti hibajavitd
maodszer mindig egyértelmiien helyredllitja az eredeti (izenetet.

A kéd k-hiba jelzg, ha barmelyik kodszavaban k vagy annél kevesebb betii médosuldsa esetén nem juthatunk méasik
kodszbhoz, azaz a fogadé fél észre tudja venni, hogy hiba van, mert nem kodsz6t olvas.

A kéd k-torlés javitd, ha barmelyik kddszavaban k vagy annél kevesebb betii torlédeése (olvashatatlansiga) esetén
a hianyzo6 k betii csak egyféleképpen téltheté ki gy, hogy kddszét kapjunk.

A kéd minimalis tvolsaga a kddszavai kozott fellépd legkisebb pozitiv Hamming tavolség.

Régen, amikor a szamitogépeknek kazettan adtak informaciot, akkor az tizenetet hetes bitcsomagokban taroltak, és
minden hetest egy tovabbi bittel egészitettek ki egy byte-ta. Ez az egy bit volt az Ugynevezett paritasjelzd bit, amelyet
gy éallitottak be, hogy a byteban dsszesen paros darab 1-es legyen. Ha egy kiolvasott byteban nem ez volt a helyzet,
akkor ujra lekérték az adatot. Ebben a megkozelitésben egy 1-hiba jelzé kodrol van szo.

Az 5.2 feladatban egy hasonlé eljarast 1-torlés javitasra alkalmaztunk. A "torlés™ itt azt jelenti, hogy (az elsé 99 ember

Az 5.5 feladat (térbeli sakktabla) megoldasa is felfoghat6 ilyen modon. Nézziik pld a 8x8-as esetet! A "tabla" mezgit
nevezzik meg a {0, 1, 2, ..., 7} halmazhdl képzett szamharmasokkal. (2, 0, 3) pld a 2. emelet 0. sor 3. oszlopaban all6
mez6 kodja. A 64 bastya mezoinek koordinatait (x, y, z) megadhatjuk pld az alabbi feltétellel:

Xx+y+2z=0(mod 8).
Ennek 64 mez6 felel meg, hiszen x és y értéke tetszélegesen megadhatd. Két bastya akkor Uti egymast, ha
koordinataik kozil kett6 is megegyezik egymassal. Ez a fenti feltételnek eleget tevé mezdk kdzul semelyik kettére sem
teljestilhet, ugyanis, ha x, y és z kdzil kettét megadunk, akkor a harmadik mar egyértelmiien meghatarozhato, nincs két
lehetdség.

Tovabbi hazi feladatok:
4.6 Keress haromféle betii alkalmazasaval minél tobb sz6bdl allé négybetiis 1-hibajavité kddot!

5.6 Bergengdcidban a totd, a bajnoksagnak megfelelden csak 4 mérkozést tartalmaz. Minden mérkdzés eredmenyeére
haromféleképpen lehet tippelni: 1-gyel, 2-vel vagy X-szel. Egy szelvényen csak egy tipposzlop van.

a) Hany szelvényt kell venni ahhoz, hogy biztosan legyen telitalalatunk?

b) Es ahhoz, hogy biztosan legyen olyan szelvényiink, amely legalabb 3 talalatos?



