[X. KAVICS KUPA
2013. marcius 13.

Megoldasok

1. Legyen P az ABC szabélyos haromszog belsé pontja. P mergleges vetiilete a BC,CA és AB oldalakra
rendre Ay, By és Cy. Tudjuk, hogy ACy =4, C1B =8 és BA; = 5. Mennyi CB; - B1 A?

Eredmény: 27.

I. megoldas
Mivel ABC' szabalyos, BC' = CA = AB = 12. Azt is tudjuk, hogy AC1 + BA; +CB; =18 = % Ez igaz
akkor, ha pl. P = O, a haromszog kézéppontja, és ha P més pont, akkor az dsszeg PO - (AB° + BC? 4+ CA°%) =

1@ .0 = 0-val valtozik, ahol 70 = % Tehat CB; = 9 és By A = 3, melyek szorzata 27.

II. megoldas

Hitizzunk az ABC haromszog oldalaival parhuzamosokat P-n at. Igy P és az ABC haromszog oldalai kozott
szabalyos haromszogeket kapunk, P-t6l az A, B, C csucsok felé pedig paralelogrammak jonnek létre. Jelolje e
kis szabalyos haromszogek oldalanak hosszat rendre o, 5 és «y, tehat

1 1 1
A01:ﬂ+§’7, ClB:Oé+§’Y, BAl Z’Y+§Oé.

Ezekbdl meghatarozhato «, 5 és «y értéke és adéodnak CBy = a + %ﬂ, BiA=~+ %ﬂ értékei.
2. Hany olyan 8-jegytd szdm van, ami a 9-edére csokken, ha az els§ szamjegyét toroljiik?
Eredmeény: 7.

Megoldas
Legyen a az els6 jegy, b pedig a tovabbi 7 jegy Osszeolvasasaval létrejott szam. 1 < a < 9,0 < b < 107.
Ekkor annak kell teljesiilnie, hogy:

9 =10"a+b

107
b = ?G/

Ez 1 < a < 7-re egy-egy j6 megoldast ad.

3.
A kirabolt Mézga csalad Parizsban probal pénzt szerezni. Aladar elmegy a Magyar Nagykovetségre koleso-
nért. Masok is vannak ott, vele egyiitt 21-en allnak sorban. Mind kiil6nb6z6 magassaguak, Aladar a harmadik
legalacsonyabb. A sorban legelol allotol kezdve felsoroljuk, hogy az egyes emberek el6tt hany naluk magasabb
ember all a sorban:

0, o, 1, 1, 2, 2, 3, 3, ... 9, 9, 10

Aladar mogott hany nala magasabb ember all a sorban?
Eredmény: 16

Megoldas

A legmagasabb ember 0-t mondott és 6 az, aki ezt a szdmot a sorban leghatrébb mondhatta, tehat a méasodik
helyen all.

A maésodik legmagasabb ember 0-t mondott, ha el6bb allt a sorban, mint a legmagasabb és 1-et, ha mogotte
és 6 az, aki az igy nyilatkoz6 emberek koziil a sorban leghatrébb allhatott, tehat a negyedik helyen &ll.

Altalaban az i-edik legmagasabb ember 0-t, 1-et, ...vagy (i — 1)-et mondhatott attol fiiggSen, hogy a nala
magasabbakhoz képest hol allt és az ennek megfelelGen nyilatkozd emberek koziil 6 a leghats6. Ennek alapjan

vilagos, hogy az els6, masodik, harmadik, ...tizedik legmagasabb ember rendre a 2., 4., 6., ..., 20-adik helyen
allt.

Hasonléan érvelve adodik, hogy a 11., 12., 13., ..., 19., 20. és 21. legmagasabb emberek rendre a 21., 19.,
17., ..., 5., 3., 1. helyeken &lltak.

A 3. legalacsonyabb ember a 19. legmagasabb, & tehat az 5. helyen allt, mogotte pedig csak magasabbak
voltak, Osszesen 16-an.
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4. Az ABC haromszogben A; és By a BC illetve AC oldalak bels§ pontjai. AA; és BB; metszéspontja
M. Az AMBy, AMB és BM A; haromszogek teriilete rendre 3, 7 és 7 egység. Mennyi a C'B; M Ay négyszog
teriilete?

Eredmény: 18.

I. megoldas

Jelolje a C By M, C M A; haromszogek teriiletét x illetve y.

A CB1 M, By AM haromszogek M-hez tartozd6 magassaga azonos, csakigy, mint a C By B, B; AB haromszo-
gek B-hez tartozo magassaga. Igy a két haromszog teriiletének aranya mindkét esetben a C'B;, By A oldalak
aranyaval egyezik meg, tehat egymaéssal is egyenlé:

r x4+y+7
c_ztJrv 7 1
3 10 (1)

Ehhez hasonléan irhato vizsgalhato a CA3 M, A1 BM illetve a C A1 A, A1 AB haromszogek teriiletének aranya:

y z+y+3

77 14 &)

Az (1)-(2) egyenletrendszerbdl x = 7,5, y = 10,5 tehat a kérdezett teriilet: z +y = 18.

II. megoldas
Fejezziik ki M (a, b, ¢) baricentrikus koordinatait! 1]3;)111\]5 = %, tehat b = %, és 1:44111\;11 = %7, ezért a = % = %
Tehat M koordinatai (1/2,3/10,1/5), vagyis 424 — z. Tehat ABC teriilete 5 - 7 = 35, amib6l a négyszog

ABC
teriilete 35 — (34+7+7) = 18.

II1. megoldas A BM alaphoz tartozé6 BM A, BM A; haromszogek egyenl§ teriilettek, igy a BM; alaphoz
tartoz6 By M A, BpA; haromszogek teriilete is egyenls, mindkettGé 3. Jelolje még T a Ay B1C haromszog
teriiletét!

Mivel
OBy _Tapc _TrriC
B1A  Tapa Tgpa’
igy % = Tfolo, amib6l T'= 15 és a kérdezett érték 18.
5.
09 g3 4 P
—— ==
pie k 1 q

Adjuk meg p + ¢ értékét, ha p és ¢ relativ prim pozitiv egészek.
Eredmény: 8417.

Megoldas
Ismeretes, hogy
Brl=>G(k+1)k-k+1), B-1=Fk-1)F+k+1)

és
B —k+1=((k-1)>*+k~-1)+1,
tehat
100 101 99
[[F+1= (Hk) - (Hk2+k+1>
k=2 k=3 k=1
és
100 99 100
[[-1= ( k) : (Hk2+k+1>,
k=2 k=1 k=2
igy a kérdezett hanyados
100

k*+1 100-101  12+1+1 5050
stkS—-1 1.2 1002+100+1 3367
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Ez nem egyszertisodik tovabb, mivel GC'D(5050,3367)|GCD(10100,10101) = 1. Tehat a vilasz 5050 + 3367 =
8417.

6. Az A; A AsAy egységnégyzet oldalain felvessziik a By, Bo, Bs és By pontokat ugy, hogy B; az A; A1
szakaszon legyen (ahol természetesen As = Ay) és A;B; = % teljestiljon. Mi az a legkisebb n egész, amire az
A1 By, Ay Bs, A3 By és AyB; egyenesesek altal meghatarozott négyzet teriilete legaldabb 0.97

Eredmény: 20.

Megoldas

Feltessziik, hogy n > 2; n = 1-re a négy egyenes egy ponton megy at (a teriilet 0).

Legyen az A; B;11 és az A;+1B;+2 metszéspontja C;11 (ciklikus szdmozas). Ekkor az abrén rengeteg hasonlo
derékszogl haromszog lesz, pl. AgBo Ay ~ CoAs Ay ~ C1B1A;. Ezeket felhasznalva:

A1Cy A1 A
A1A2 - AlBQ
A A2 12
A,Cy = A132 — - ;’“
1B2 \/1 + L Vn2 41
A101 - A1A2
AlBl - AlBQ
A1By - A A 1.1 1
Alcl == ! Al B ! 2 = n = >
152 \/1_{_"% Vn2 +1
Ebbél a négyzet oldalhossza:
n—1
0102 = Ang — A101 = WA
n‘ 41
A négyzet teriilete:
—1)2 2n
A = 2 — L -1
(C1C2C5C,) = C1C5 Pl T
Azt az n-et keressiik, amire:
2n 1
<
n2+1 7~ 10

n?—20n+1>0

n>104++/102-1=19,9...
Tehat a legkisebb megfelels n érték 20.

7. Legfeljebb hany eleme lehet egy egész szamokbol all6 M halmaznak, ha M egyik eleme sem oszthato
7-tel, de barmely 4 eleme kozt van néhany, melyeknek Osszege oszthatd 7-tel?

Eredmeény: 8.

Megoldas

Kézzel ellendrizhets, hogy ha az {1, 2, 3,4, 5,6} redukalt maradékrendszerben két ellentett elemet, mondjuk
az l-et és a 6-ot megduplazzuk: {1,1,2,3,4,5,6,6}, akkor jo 8 elemii listat kapunk. (Itt és a tovabbiakban ,,j6”
azt jelenti, hogy béarmely négy elem kozott vannak olyanok, amelyek Osszege oszthatod 7-tel.)

Tegyiik fel ezek utén, hogy létezik nem nulla maradékoknak egy 9 elemi jo listdja. Ebben minden maradék
legfeljebb 3-szor fordul el6. (ix =0 (mod 7) ési <4 — 2 =0 (mod 7).)

Ha van olyan z maradék, amelyik pontosan haromszor fordul el§, akkor a lista minden tovabbi y maradékara
az r+y,2x+y, 3x+y Osszegek kozott van 7-tel oszthato. A lista tovabbi maradékai (hat darab) tehat legfeljebb
haromfélék lehetnek. Az x-en kiviil tehat legaldbb két tovabbi maradék fordul el§ egynél t6bbszor.

Lényegében ugyanez a helyzet, ha egyetlen maradék sem fordul el§ ketténél tobbszor: ekkor is van harom
olyan maradék, x,y és z, amelyek legalabb kétszer fordulnak el a listdban. Eddig volt a tilitoli, jon a végjaték:
ehhez kell a lista {z,x,y,y, z, 2} része.
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Nézziink két part: {x,z,y,y}. Ebben a négyesben harom Osszegnek van esélye, hogy oszthaté legyen 7-tel:
z+1vy,2x +y és x + 2y. Ezek szorzata! tehat oszthatd 7-tel! A misztikus szorzat pedig:

(x+y) 2z +y)(z+2y) =22 + ) + (1 + 2 + 4)(2%y + 23/?).
Ebben az {z,r,y,y} négyesben tehat 7 | 2® + 3. A masik kettében ugyanigy 7 | y° + 23 és 7 | 23 + 23,
vagyis mindharom maradék 0. Hat ez ellentmondas.

8. A szabélyos végtelen haromszogracsban racspontrol szomszédos racspontra léphetiink, de csak a harom
megadott iranyban. Hanyféleképpen juthatunk el az A pontbol a B pontba, ha 13-nal nem léphetiink tobbet?
(Azokat az utakat is vegyiik szamitéasba, amelyek menet kézben el6bb is &tmennek B-n, majd visszatérnek oda.)

Eredmény: 9681
Megoldas

2! 5! 8! 11!

= 9681.

o1 00-00 "B 10-11 al-20-20 513031

9. Adjuk meg [100zy] értékét, ha x és y olyan racionélis szamok, amelyekre

VavE—3=/av3—\/yv3.

Eredmény: 75.
Megoldas
Négyzetreemelés és rendezés utan

(x+y—2)V3=2y3zy—3 (3)
majd djra négyzetre emelve kapjuk, hogy
3(x+y—2)2 =9+ 122y — 12/3zy. (4)

Ebbdl az sszefiiggésbol vilagos, hogy /3zy racionalis, igy (3)-ben az /3 irracionalitdsa miatt

(x+y—2)=0 és 2¢y/3zy —3=0.

A miésodik egyenletbdl azonnal adodik, hogy xy = %, tehét a kérdezett érték 75.

Amugy a kiindulasi egyenlet bal oldala pozitiv, igy a jobb oldala is az, tehat x > y. Ezért a fenti szimmetrikus
egyenletrendszerbdl csak az © = %, y = % a jo megoldas és ez az is, hiszen = > y esetén az eredeti egyenlet
mindkét oldala pozitiv, tehat a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas.

Lvégre szimmetrikus lett a dolog!
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10. Kémal, P.94., 1971/10 old 219, Vesztergombi Katalin javaslata
Az 1,2, ..., 16 szamoknak, hany olyan i1, i, ..., i permuticidja van, amelyben minden 1 < k < 16 mellett
teljesiil az |ir — k| < 1 feltétel?

Eredmény: 1597.

Megoldas

Ha a kérdezett permutacidok szama az 1-t6l 16 terjedd szamok helyett az 1-t6l n-ig terjed6 szamokra p,,,
akkor p1 =1, pa = 2 és pnt2 = Pnt1 + Pn, 18y P16 = 1597.

11. Hany részre vagjak a szabalyos tetraédert azok a sikok, amelyek tartalmazzak a tetraéder egy-egy élét
és atmennek a szemkoztes él felez6pontjan?

Eredmény: 24.

Megoldas

Ezek a sikok mind atmennek a tetraéder siulypontjan. Igy a létrejovs tartomanyok olyan kipszert (végtelen
gulaszert) térrészek lesznek, amelyek csicsa a sulypont. A tetraéder egy lapjat ezek a sikok a sulyvonalakkal
osztjak el, igy minden lapon 6 rész keletkezik, Osszesen 6 - 4 = 24 térrész jon létre.

Megjegyzés

A tetraéder helyett barmilyen konvex (vagy csillagszeri) test felszinét hasznéalhatjuk, amiben benne van a
kozéppont. Egy alternativ lehetGség a bennfoglalé parallelepipedon (kocka) felszinén nézni a tartomanyokat; a
kocka minden lapjat 4 haromszogre osztjak a sikok.

12. Egy téglatest minden éle és testatloja egész hosszisagi méterben mérve. Tudjuk, hogy a téglatestnek
pontosan annyi m? a felszine, mint ahany m? a térfogata. Hatérozzuk meg a testatlo lehetséges legnagyobb
hosszat.

Eredmény: 21.
Megoldas: A 2(xy + yz + zx) = xyz egyenlet

alakba irhato at.

Feltehets, hogy = < y < z, ebbsl 3 < 2 < 6. Innen konnyd Gsszeirni az eseteket. Amugy rogzitett z-re
egy ayz = b(y + z), avagy (ay — b)(az — b) = b? alaki diofantikus egyenletet kapunk, ami b* faktorizalasaval is
megoldhato.

A véges sok megoldas: (6,6,6), (5,5,10), (4,8,8), (4,6,12), (4,5,20), (3,12,12), (3,10,15), (3,9,18),
(3,8,24), (3,7,42).

Csak a harom = = 4 esetben négyzetszam a négyzetosszeg, az utolsonal maximalis.

13. Legyen a = 1 + /5. Mennyi
S=4—-a)-V2+a-Ya-V3a+4

Eredmény: 4.

Megoldas: Az a minimalpolinomja a® — 2a — 4, ahonnan az a hatvanyai: a®> = 2a +4, a3 =8a + 8, a* =
8(3a+4).

Innen

Va-Ba+4=13/a8/8 =\/a%/2 = Va+2.
gy S=(@4-a)(Vat2)?=@4—-a)at+2) =4

1. Megjegyzés
Ez azért csak utdlag ilyen egyszert, jol el is lehet bonyolitani. Hatodik hatvanyra emelni példaul csak elvileg
egyszer(, a kapott 12-edfokd polinomot még ki kell értékelni az a helyen.
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II. Megjegyzés
Gyorsabb a szamolas ha t = a/2-vel dolgozunk. Ekkor ugyanis t> =t + 1.

III. Megjegyzés

Halado algebra nélkiil is sejthets, hogy ha az eredmény szép lesz, akkor a kobgyokot tartalmazo tagok egyiitt
ki kell ejtsék a kobgyokot. Tehét szeretnénk, ha a?(3a + 4) teljes kob lenne.

A Q [V/5] szémtestben adott egy (multiplikativ) norma: |la+bv/5|| = a*—5b%. Ezt kiszamolva ||a?(3a+4)|| =
64, tehat ha ez teljes kob ebben a testben, akkor a kobgyok normaja biztosan 4. Rdadasul algebrai egész kobgyoke
algebrai egész, tehat ha a szdmtestben van, akkor a +b - 1+_2\/5 alakt, ahol @ és b egész. Igy mar nem lehetetlen
megtalalni a kdbgyokot.

IV. Megjegyzés

Egy masik lehet&ség abbol kiindulni, hogy a feladat helyes (vagyis az eredmény egész szam), és ligyes
becslésekkel belatni, hogy 3 és 5 kozé esik. Még ravaszabb elképzelés az, hogy (4 — a) - x egész szam, ami akkor
lehet, ha x = % -(24a), ahol k egész. Tehat eleve tudjuk, hogy a két utolso tényez6bdl /2 + a racionélisszorosat
akarjuk végiil kapni, ami megkonnyiti a szamolast.

14. Mézga Aladér egyik trutazasan laposfoldjén jart. Itt latta, ahogy egy honpolgar egy egyenls szaru
derékszogl haromszog alaka butort tolt at egy derékszogd sarkon az alabbi dbra szerint. Mekkora utat jart be
ekozben a derékszogi csics, ha az atfogod hossza 2 méter? Adjuk meg a megtett utat (tehat nem az elmozdulast
és nem is a palyagorbe hosszat centiméterben!

Eredmény: 117

P N N la

Forgassunk egy egész négyzetet at a sarkon az abra szerint. Ha az eredeti egyenl szara derékszogi haromszog
atfogon levd csicsai (0, a) és (b, 0), akkor a négyzet tovabbi csicsai (a+b, b) és (a, a+d), igy a négyzet kdzéppontja
(432, 45%).

A négyzet oldala, azaz a Va? 4+ b? = ¢ mennyiség rogzitett, értéke most 2 m, mig b értéke befutja a [0;2]
intervallumot. Mik6zben b értéke 0-t6l 1-ig nd, a négyzet kozéppontja a Py(1;1) ponttol a Py (\/5, \/5) pontig
mozog Py-tol mindig Py felé a PyP; szakaszon, tehat megtett atja méterben \/5(\/5 —1). Amikor b értéke 1 és 2
kozott valtozik, a négyzet kozéppontja visszamegy a Py Py szakaszon Pi-t6l Py-ba. A teljes megtett Gt méterben
2v/2(v/2 — 1) = 4 — 2¢/2, ami centiméterben kb. 117.

15. Egy konvex 24-szog cstcsai koziil hanyféleképpen lehet kivalasztani négyet agy, hogy az altaluk megha-
tarozott konvex négyszog oldalai a 24-szog dtloi legyenek?

Eredmény: 5814.

I. Megoldas

Az 1,2, ..., 24 szamok olyan négyelemi részhalmazait kell kiszdmolni, amelyekben

A) nincsenek szomszédos szamok;

B) Nincs egyszerre benne az 1 és a 24.

Az A)-nak megfelels sorozatokbol (241) van. Ezek k6z6tt a B)-t nem teljesit6 sorozatok kézépss harom eleme
a 3,4, ...,22 halmaz olyan két elembdl all6 részhalmazat adja, amelyben nincsenek szomszédos elemek. Ezek
szama (19) Az eredmény: (241) — (129) = 5814.
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II. Megoldas
Valasszunk ki a négy cstcs koziil egyet tetsz6legesen. A maradék 3 cstucs 21 helyen lehet, de nem lehet két
ciklikusan szomszédos, tehat (21733+1)—féleképp tehet6k le. De igy mindent 4-szer szdmolunk, tehat az eredmény

1.24- (%) =5814.

16. Adott n leforditott pohar sorban az asztalon, ezek alatt golyok lehetnek. Meg akarjuk allapitani, hogy
van-e két szomszédos pohar alatt golyd. Ehhez egyesével fordithatunk fel poharakat. Ezt a feladatot nehéznek
nevezziik, ha barmilyen j6 stratégiat is valasztunk, lehetséges, hogy minden poharat fel kell forditanunk, hogy
megtudjuk a valaszt. Az n = 1,2,...2013 értékek koziil hanynal nehéz a feladat?

Eredmény: 1342.

I. Megoldas

Az n =1 (mod 3) szamokra nem nehéz a feladat. Valéban, n = 1-re nem nehéz, nem is kell kérdezniink, és
innen teljes indukci6val megytink. Ha n = 3k 4+ 1 (k > 0), akkor forditsuk fel a balrél harmadik poharat. Ha
nincs alatta golyo, akkor t6le jobbra (3(k — 1) + 1 pohar maradt, amely nem nehéz feladat, igy az egész sem az.
Ha van alatta golyd, akkor a bal oldali szomszédjat nézziik és ha ott van golyd, akkor maris taldltunk kettst,
ha nincs, akkor a bal széls6 poharat mar nem is kell nézniink, nem nehéz a feladat.

Igazoljuk, hogy n Z 1 (mod 3) esetén nehéz a feladat. Ezt teljes indukcioval igazoljuk. n = 2-re és n = 3-ra
tényleg nehéz a feladat. Altalaban, ha el6szor olyan poharat néziink meg, amelytdl balra és jobbra is kiilon-
kiilon 6nmagaban nehéz a feladat, akkor ha az el6szor megnézett pohér alatt nincs golyo, akkor nem tudunk
tigyesek lenni, mindent meg kell nézni. Két eset marad (1 jeloli az els§ kérben megnézett poharat:

a) 3a,1,3b+ 1; b) 3¢+1,1,3d+ 1.

Ha most az els6re megnézett pohar alatt van goly6 és a mellette levSkon (amelyeket valamikor ugyis meg
kell nézni) nincs, akkor nehéz csupa nehéz feladathoz jutunk, tehat az eredeti is nehéz.

II. Megoldas

Legyen elgszor n = 1 (mod 3). Fedjiik fel minden i-adik poharat, ahol ¢ Z 1 (mod 3). Ha két szomszédos
felfedett pohar alatt volt golyo, akkor nyertiink. Ha nem, akkor rajzoljuk foléjiik legfeljebb egy nyilat: az iires
pohar feldl a golyo felé, ha van golyo, ill. semmit nem rajzolunk, ha nincs. Pl. ha a golyok szama a poharak
alatt x 01 * 00 % 10 * (ahol * a felfedetlen poharakat jeloli), akkor az abra * — % % < *. Csak azokat
a poharakat kell felforditanunk, amikre nyil mutat; mivel ¢ + 1 db. * van és legfeljebb ¢ nyil, nem kell mindet
felforditani.
kedvéeért gondoljunk a sor két szélére 1-1 mér felforditott poharat, amik alatt nem volt golyo.

Akéarmelyik poharat forditjuk fel, a gonosz mané a kévetkez6 modon donti el, hogy legyen-e alatta golyo.
Azt az allapotot akarja fenntartani, hogy minden két felfedett pohar kozotti egybefiiggs felfedetlen (j hosszi)
sorozatra (ahol j lehet 0 is):

1. Ha mindkét szélén iires felfedett pohar van (0% *---%0): j # 1 (mod 3),
2. Ha az egyik vége iires, a masik vége teli (1 %---%0): j Z2 (mod 3),
3. Ha a sor mindkét végén van goly6d (1 xx---x1): § Z0 (mod 3).

Indukcioval és konnyi esetszétvalasztassal lathato, hogy akarmelyik poharat forditja is fel a jatékos, a gonosz
mané elérheti, hogy ez az allapot fennmaradjon. Marpedig amig az allapot fennall, és van felforditatlan pohér,
addig nem lehet biztosra megmondani a valaszt, tehat a feladat nehéz.

(Természetesen ha a mano jaték kozben nem tudja megvaltoztatni a golyokat, akkor kidolgozhatéd olyan
véletlen stratégia, hogy nagyon nagy valésziniiséggel ne kelljen mindent felforditani — de ez a valésziniiség nem
lehet 1.)

17. Melyik n < 10000-re van a legtobb olyan k pozitiv egész, hogy n-et 2k + 1-gyel osztva k lesz a maradék?
Adjuk meg n értékét!

Eredmény: 8662.

Megoldas

n = k (mod 2k 4 1) akkor és csak akkor, ha 2k + 1|2n + 1, tehat elég megmondani, hogy 20000-ig melyik
m = 2n + 1 péaratlan szamnak van a legtobb osztoja (a k-k szama ennél 1-gyel kevesebb, mert 2k + 1 # 1.)
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m =35k ple

Tegyiik fel, hogy d(m) = (I1 +1)- (l2+1) - ... maximalis, az ilyen m < 20000 szamok kozott pedig m minimélis.
Ekkor l1 >l > ... 1.

Ha a 13 exponense, l5 > 1, akkor 2n +1 >3 -5 (7-11-13) = 15- 1001 = 15015, tehat [ = --- =15 = 1,
lg =0, vagyis d(m) = 32.

Tegyiik fel, hogy Iy = 0 (a 11 sem szerepel). Ekkor:

I3 = 0 (nincs 5-0s) esetén 3-hatvanyt kapunk, ami trivialis, hogy nem a legjobb.

lo = 1 esetén vagy m = 31 -5-7, amibdl kdnnyen jon I; < 7, tehat d(m) < 32, vagy pedig m = 3" -5, amibél
béven d(m) < 10 - 2.

lo > 2ésl; > 3 esetén %m—nek legalabb % . % . % = 1-szer annyi osztéja van és kisebb, ellentmondas.

l1 =1y = 2 esetén I3 > 2, ezért %m jobb.

Tehat feltehets, hogy Iy = 1, 15 = 0. Vagyism =3-5-7-11-m’ = 1155m/, ahol m’ primtényez6i a 3, 5, 7
koziil keriilnek ki. mg < 20.

myo lehetséges értékei 1,3,5,7,9,15, amik koziil konnyen latszik, hogy a 15 élesen a legjobb (d(m) = 36)),
tehat m = 32 - 5% 7-11, amibsl n = 21 = 8662. A lépéseket kdvetve az is lathato, hogy mas m’ < 20000-re
d(m’) < d(m).

Megjegyzés
Ez a példa rokona a szokasos feladatoknak, hogy pl. ,volt n siiti, és akir 2,3,4,... felé akartdk osztani,
mindig maradt 1 extra, mennyi n?”’. Kapcsol6dé téma:

http://en.wikipedia.org/wiki/Highly composite number

18. Aladar egy 100 szakaszbol allo toréttvonalon jut el az eredetileg téle 900 m-re levé B ponthoz tgy, hogy
minden pillanatban kézelebb és kozelebb keriil B-hez. Legfeljebb milyen hosszua lehet az utja (méterben)?

Eredmény: 9000.

Megoldas

Jelolje Aladar kiindulési pontjat Py, torottvonalanak tovabbi szégpontjait P, Ps, ..., Pog és Pigg = B.
Mivel Aladar végig kozeledik B-hez, igy a P; P, 11 B haromszdgben nem lehet P, 1-nél hegyesszog, azaz PinH +
P,11B* < P,B? ¢sigy a

PB2 < PyB®— PyP?
B2 < P,B>— PP}
P,B? < P,B’ - PP}
PyoB? < PysB? — Py P3,

ahol PygB = PygPigg az utolsé térdttvonal-darab hossznégyzete, mig PyB? = AB? Aladar kiindulépontjanak a
céltol valod téavolsagénak négyzete. A fenti egyenletek Gsszegébdl:

PyP? + Py Py + ...+ PogPay + PogPiny < AB.

Erdemes felirnunk a szamtani és a négyzetes kozép kozti dsszefiiggést:

PoPy+ PPy + ... + PosPog + Pog Proo _ \/POPf + PiP?+ ... 4 PygP2 + Pog Py, _AB

100 - 100 - 10
Innen
PoPy + PPy + ...+ PygPog + PogPigo < 10AB.
Az egyenlGség el is érhets, ha a Pyg, Pog, ..., Py pontokat ugy vessziik fel, hogy a B PygPyg haromszog egyenld

szara és derékszogi legyen, majd a BP; 11 egyenesre P, 1-ben mindig merdlegest allitunk és a megfelels irdanyban
felmérjiik r4 a P11 P; = BPyg szakaszt. Ha készen vagyunk Py-lal is, akkor megfelelen forgatva nyujtjuk a
torottvonalat B koriil, hogy Py Aladar eldirt helyére keriiljon.
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19. Az 1,23, ..., 8 szamokat véletlenszertien parokba rendeztiik. A szamegyenesen Osszekotjiikk a parok
tagjait, igy 4 szakaszt kapunk. Mennyi a valésziniisége, hogy ezek kozt lesz olyan, ami az Osszes tobbit metszi?
Adjuk meg a kapott valoszintiség 2310-szeresének egész részét!

Eredmény: 1540

Megoldas

4, 6 és 8 szam esetén is % jon ki a valészintiségre bogaraszassal. Ez az altaldnos eredmény is, amit joval
nehezebb igazolni.

Részletesebben: Egy szakasz pontosan akkor talalkozik mindegyik mésikkal, ha mindegyik a kezdépontja
utan végzodik és a végpontja el6tt kezdddik.

Tehat akkor ,rossz” egy Osszekotés, ha az els6 végpont megel6zi az utolsé kezdépontot, és nincs ,hid”, ami
mindkett6t lefedi. Konnyebb 6sszeszamolni a ,rossz” parositasokat. Osszesen 7-5-3 -1 = 105 parositas van. A
kovetkezs tablazat mutatja, hogy adott utolsé kezdGpont (oszlopok) és els6 végpont (sorok) esetén hany rossz
parositas van; az Osszeg valoban 35, az Osszes lehetGség harmada.

l4[5[6]7]

2 6]6]3
3 86
1 6
5

20. Aladar, Béla és Cili jatszanak. Aladarnak 15, Bélanak 17, Cilinek 20 dollarja van. Egy menetben
véletlenszeriien kivalasztanak két olyan jatékost, akinek még van pénze és azok egymassal jatszanak. 50 — 50%,
hogy egyikiik illetve masikuk nyer. A vesztes 1 dollart ad a gy6ztesnek. Akinek elfogy a pénze, ez kiesik. Addig
tart a jaték, amig egyikiik elnyeri az Osszes pénzt.

Atlagosan hany menetbdél all a jatek?

Eredmény: 895.

Megoldas Két jatékos esetén, kiknek kezdetben a illetve b dollarjuk van, a jaték varhaté hossza ab, harom
esetén, ha a harmadiknak ¢ dollarja van ab + bc + ca. Ezt konny( igazolni a felirhaté egyenletrendszerrel.

1. Megjegyzés

Az el6z6 megoldasban tényleg konnyt igazolni a Markov-lancnak megfelel6 egyenleteket, bar a teljesen
szigort bizonyitashoz még kell egy kis munka: be kell latni, hogy minden varhato érték véges (ez egyszert),
és hogy az egyenletrendszer megoldasa egyértelmi (kis linearis algebra). Tovabbi kérdés, hogy hogyan fogjuk
megsejteni az eredményt.

Ha ismerjiik a valaszt 2 jatékossal, akkor a kovetkezd gondolatmenet kikiiszoboli a ,yvegyiik észre, hogy-ot.
Nézziik a jatékot Aladar szemszogébdl. 6t nem érdekli, hogy Béla és Cili koziil kinek mennyi pénze van, csak
az, hogy neki, ill. ellenfeleinek Gsszesen mennyi van. Kezdetben a van neki és b+ ¢ az ellenfeleinek. Mikor Béla
és Cili jatszik, Aladar kavésziinetet tart; 6t csak az érdekli, hogy neki hanyat kell varhatoéan jatszania a jaték
végéig. Erre mar tudjuk a valaszt: Aladar jatékainak varhato szama EX 4 = a(b+c). Hasonl6an EXp = b(a+c)
és EXc =cla+D).

Mivel minden jatékban ketten jatszanak, az 6sszes jatékok szama X = W, tehéat varhatéan EX =
w = ab+ ac + be.

Hasonlé képletet kapunk a jaték atlagos hosszara n jatékos esetén is.

II. Megjegyzés

Az a+ b+ ¢ = N sikon lényegében a diszkretizalt héegyenletet oldjuk meg; ha orthonormalt koordinatakat
vesziink fel ezen a sikon, akkor a v/2 racsallandoju haromszogracs pontjaira felirt , diszkrét Laplace-operatorral”
Af = —1 konstans. Ebbdl kitalalhato, hogy a megoldast f(x) = K — 3 (x—x¢)? alakban kell keresni; x nyilvan
a kozéppont, K pedig annyi, hogy a haromszog sarkaiban pont 0 legyen a varhato érték.

21. Aladér beirta az 1,2,...81 szamokat egy 9 x 9-es tabldzat mez&ibe. Boldizsar ki szeretné talalni, hogy
melyik szam hol van. De csak ugy kérdezhet, hogy kijeloli a tablazat egy racsvonalak hatarolta négyzet alaku
részét. Valaszul Aladar felsorolja a kijelolt részben taldlhaté szamokat, a kedve szerinti sorrendben. Minimum
héany kérdésre van sziiksége Boldizsarnak ahhoz, hogy biztosan kitalalja melyik szam hol van?
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Megoldas

Kérdezziik azt a 16 db 5 x 5-0s négyzetet, amelyek kozéppontjai az alabbi dbran lathatok! Konnyen el-
lenérizhetd, hogy barmely két mez6 a kijelolt 16 négyzetbdl kiilonbozGekben van benne, igy barmelyik szamrol
kitalalhato, hogy hol van. Méasrészt a tablazat szélén 32 olyan pont van, amely két 1 x 1-es négyzet kdzos cstcsa.
Barmely kérdésként kijelolt négyzetnek legfeljebb 2 csuicsa lehet ezek kozott a pontok koézott. A szélsé mezdk
tartalmanak megkiilonboztetése érdekében mind a 32 pont el kell forduljon csiucsként, igy legalabb 32/2 = 16
kérdésre van sziikség.

Megjegyzés
Egy masik lehet&ség a konstrukciora: kérdezziik azt a 4 - 4 négyzetet, melyeknek egyik sarka a nagy négyzet
egy sarka, és élhossza 5 < a < 8.
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