Kardos-Montagh Matematikaverseny, 2021.

A 2021. évi Kardos-Montagh Matematikaverseny
feladatainak megoldasa

1. feladat: Legyenek a, b és ¢ olyan pozitiv szamok, amelyekre abc = 1. Igazoljuk,

hogy
ab + be + ca > Va + Vb + Ve (6 pont)

I. Megoldas. (Baldzs Balint dolgozata alapjin)

Alkalmazzuk az ab és ca pozitiv szamokra a szamtani-mértani kozepek kozotti egyenlotlenséget:

ab + ca
2

> Vab-ca=Va-abc = +/a,

hiszen feltételként szerepelt az is, hogy abc = 1. A masik két parra is felirva ugyanezt,
kapjuk, hogy
b+b
ab + bc > \/57
2
bc + ca

A harom egyenlétlenség Osszeadasaval:

b b+b b
a —;—ca+a —2|— c+ C;mz\/a+\/5+ﬁ,

ab+ be + ca > a+ Vb + Ve

Egyenloség akkor és csak akkor, ha mindharom szamtani-mértani kozép esetén egyenloség
teljesiil, azaz a = b = c.

II. Megoldas. (Fehér Anna megolddsa alapjin)
Hasznajuk fel, hogy abc = 1, illetve v abc = 1:

Vb Ve 11
1 1 Vbe ea ab

A két szam szamtani és mértani kozepei kozotti egyenlétlenséget hasznaljuk az %, %,
szamokbdl képzett parokra:

\/5+x/5+ﬁ:?+

1
c

1 1,1 1 1,1 1 1,1
S a b 7 S b c ’ S c a
Vab 2 Vbe 2 Vea 2
E harom egyenlotlenséget Gsszeadva:

(NN SRS B S
Vbe Vea  Vab T a b c

A jobboldali szamlalékban ismét beirhatd, hogy abc = 1 és igy éppen a bizonyitando
allitast kapjuk:

Va+vVh+e=

\/5+\/5+\/E§a—[m+%bc+a7bczbc+ca+ab.
a
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Egyenléség akkor és csak akkor, ha a szamtani és mértani kozepek mindegyikénél egyenldség
teljesiil, vagyis ha a =0 = c.

2. feladat: Az a, b, c, d tetszdleges pozitiv szamok esetén mutassuk meg, hogy

(a®>+a+1)0* +b+1)(+c+1)(d* +d+ 1) > 8labed. (6 pont)

Mely a, b, c,d szamok esetén teljesiil az eqyenloség?

I. Megoldas. (Fehér Anna megolddsa)
Alkalmazzzuk az a?, a, 1 pozitiv szamokra a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenséget:

2
1
HTCL—FZ\/gaWa-l:a, azaz a’+a+ 1> 3a.

Ugyanezzel a modszerrel:
V+b+1>3b, +c+1>3c, d*+d+1>3d

Az egyenl6tlenségekben mindentitt pozitiv szamok szerepelnek, a négy egyenlétlenség
megfelel6 oldalainak Osszeszorzasaval éppen a bizonyitandd egyenlotlenséget kapjuk:

(@>+a+1D)B*+b+1)(*+c+1)(d*+d+1) > 8labed.

Egyenléség akkor és csak akkor, ha mind a négy esetben a szamtani és mértani kozepeknél
egyenloség teljesiil, tehat a =b=c=d = 1.

II. Megoldas. (Nguyen Le Quynh-Mai megolddsa alapjin)
Emeljiik ki az a® + a + 1 6sszegb6l az a pozitiv szdmot:

1
a®+a+1=ala+=+1).
a
Pozitv azam és reciprokanak Osszege legalabb 2, igy
1
ala+—-+1)>a(2+1) = 3a.
a

Itt - és a tovabbi harom esetében is - egyenloség akkor és csak akkor, ha a = 1, - illetve
b=c=d=1. Egy lépésben a befejezés:

(@®+a+1)P*+b+1)(+c+1)(d*+d+1) > 3a-3b-3c-3d = 8labed.

Megjegyzés: Az allités szerkezete mutatja, hogy a valtozok egymastol fiiggetlentil sz-
erepelnek, igy elegendd egyesével vizsgalni a tényezdket pl. a? + 3a + 1 > 3a.

3. feladat: Legyenek a, b, ¢ és d pozitiv valos szamok. Bizonyitsuk a kovetkezo
egyenlotlenséget:
16(abc + abd + acd + bed) < (a + b+ ¢+ d)>. (8 pont)

I. Megoldas. (Nguyen Nora-Ngoc Khanh megolddsa)
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Hasznaljuk az a,b és c¢,d pozitiv szamparokra vonatkozé szamtani-mértani kozép
kozotti egyenlétlenséget négyzetre emelt alakban:

b d
Vab < 2+ ¢ Ved< SO

2 2
b)? d)?
abg(a+ ) és cd§<c+ )
4 4
ezek alapjan becsiiljiikk meg feliilrél a bizonyitandé egyenlétlenség bal oldalét:
(a+0b)? (c+d)?

16(abc+abd+acd+bed) = 16[ab(c+d)+cd(a+b)] < 16 (c+d) + 1 (a+ D)

=4(a+b)(c+d)(a+b+c+d).

Itt egyenloség akkor és csak akkor teljestil, ha a = b és ¢ = d. Most alkalmazhatjuk az
el6bbi becslést az (a + b) és (¢ + d) szamokra is:

(a+b+c+d)?

(a+b)(c+d) < 1

Ezzel pedig folytathaté a felsé becslés:
16(abc + abd + acd + bed) < 4(a+b)(c+d)(a+b+c+d) <
2
< latbre+d
- 4
Egyenloség itt az a+b = c+d esetben, amelyet az el6bbi egyenléségi feltétellel Gsszevetve
lathato, hogy az egyenléség tényleges feltétele: a = b= c = d.

(a+b+c+d) =(a+b+c+d)?

IT. Megoldas. (Somléi Dominik megolddsa alapjin)
Az egyenl6tlenség bal oldaldat fogjuk ismét feliilr6l megbecsiilni. Ennek érdekében
kiemeliink 8(a + b)(c + d)-t.

2ab 2cd )

16(abc + abd + acd + bed) = 16[ab(c + d) + cd(a + b)] = 8(a + b)(c + d) (a 0 + T d

A f;f; az a és b szdmok harmonikus kozepe, amely biztosan kisebb vagy egyenld, mint a
szamtani kozepiik:

2ab n 2cd
at+b c+d

a+b+c+d
2 2

= 8(a+b)(c+d) < ) < 8(a+b)(c+d) ( ) = 4(a+b)(c+d)(a+b+c+d).

A bizonyitandé allitas igy:
da+b)(c+d)(a+b+c+d) < (a+b+ctld).

Egyszertisithetiink a pozitiv (a + b + ¢ + d)-vel. Ezutan ekvivalens dtalakitasokkal egy
azonosan igaz egyenlotlenséget kapunk:

d(a+Db)(c+d) <[(a+b)+ d))?,

(c+
4(a+b)(c+d) < (a+b)*+2(a+b)(c+d)+ (c+d)?
0<(a+b)?—=2(a+b)(c+d)+(c+d)?=(a+b—c—d)>
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Ezzzel az egyenlttlenséget bizonyitottuk. Az egyenloséghez ismét két 1épésben juthatunk
el. Elészor a szamtani és harmonikus kozepek kozotti egyenlétlenségnél a = b és ¢ = d
sziikséges, majd az utolso 1épésben emellett még az is, hogy a+0b = c+d, tehat osszevetve
a=b=c=d.

4. feladat: Legyenek a, b és ¢ pozitiv szamok. Mutassuk meg, hogy

a b c
\/ > 2. 10 t
b+c+ c+a+ a+b (10 pont)

I. Megoldas. (Xiong Benjamin Victor megolddsa)
Bévitstik a /3¢ kifejezést, majd a nevez6ben szerepld szorzatot becstljiik feltlrdl a

szamtani kozéppel. A nevezd novelése miatt ezzel alsé becslést adunk.

a S _ 8 _ 2a
Vb +c b+c) T Valbto T BT atbtc

Ugyanezt az eljarast alkalmazva a masik két tortre is:

b b
cta c—l—a) bcta)  “e atb+c
/ & > _¢ _ 2c
a+b a+b) clatb) ~ = atbtc

2

A megfelel6 oldalak Osszeadaséaval:

a b c 2a + 2b+ 2c
+ + > .
b+c c+a a+b a+b+c
Meg kell még vizsgalni, hogy fennallhat-e az egyenléség. Ehhez mindharom esetben a

szamtani és mértani kozepeknél egyenloségnek kellene teljesiilnie, azaz az a+b = ¢, b+c =
a és ¢+ a = b feltételeknek egyszerre kellene teljestilniiik, ez pedig ismét lehetetlen.

II. Megoldas. (Telek Johanna megolddsa)
Vegyiik el8szor az (r — 1)? > 0 azonosan igaz egyenlStlenséget. Ezt kicsit rendezve
mar kozvetleniil hasznalhato lesz a bizonyitashoz.

x2—2x—|—120,
L,
5(93 +1)>=x

[rjuk az z helyére sorra a /e fete o Jatb grigkeket:
1(b+c ) b+c 1 /c+a c+a
T A T
2 a+ - a 2 b+ - b

1<a+b+1) > a+b‘
2 c c
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A bal oldalakon kozos nevezére hozva és véve a pozitiv kifejezések reciprokait az egyenlotlenségek

iranya megfordul:
2a a 2b b
<4/ , < ;
a+b+c™ Vb+ec a+b+c c+a

2c c
T <=
at+b+c~ Va+bd

Most o6sszeadjuk a harom egyenlotlenség megfeleld oldalait:

2a + 2b+ 2¢ a b c
< + + .
a+b+c b+c c+a a+b
Meg kell még vizsgalni, hogy fennéllhat-e az egyenl6ség. Ehhez mindharom esetben a
gyok alatti torteknek 1-gyel kell egyenlonek lenniiik, azaz a+b=c, b+c=aésc+a=1>

feltételeknek egyszerre kellene teljesiilniiik, ez pedig lehetetlen (a szamok pozitivitasa
miatt a < ¢ < b < a ellentmondas).

5. feladat: Legyenek a, b, ¢ olyan pozitiv valos szamok, amelyeknek dsszege 3. Mu-

tassuk meg, hogy
a b c

1—|—b2+1—|—02+1+a2

> ; (10 pont)

medskip

Megoldas. (Nguyen Le Quynh-Mai megolddsa alapjin)

Alkalmazzunk a tortek szamléléjaban | teveszabalyt” annak érdekében, hogy rendre
az a, b, c értékeket le tudjuk vélasztani:

a a+ab®—ab®  a(l40*) —ab® ab?

1+02 1+ b2 N 1+ b2 T

Ugyanigy jarunk el a masik két tort esetében is:

b bc? ¢ ca?

—— =b-— =c— )
1+ c2 1+ ¢?’ 1+ a? ¢ 1+ a2

Ezekkel az ekvivalens atalakitdsokkal a bizonyitandé egyenlétlenség:

ab? n bc? n ca?
- - c
1+ 02 1+ ¢2

a >§
5

o 1+4a? T
Most felhasznaljuk, hogy a feltétel szerint a + b+ ¢ = 3 és rendezziik az egyenltlenséget:

ab? N bc? N ca®
140 1+4+¢2 14a?

3
- >
5 =

A jobb oldali torteket tudjuk novelni, ha nevezoiket csokkentjiik a szamtani-mértani kozép
segitségével:

< = “@
1+b2+1+c2+1+a2_2b+20+2a 2

ab? bc? ca? ab®>  b?  ca®  ab+bc+ ca
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A befejezéshez azt kell bizonyitani, hogy a megnovelt Osszegre még mindig teljesiil, hogy
ab + bc + ca < § .
2 -2
Ezt a feltételben szereplé a + b + ¢ = 3 négyzetre emelésével néhany 1épésben elérjiik:

9 = (a+b+c)* = atb*+c*42ab+2bc+2ca > ab+be+ca+2ab+2bc+2ca = 3(ab-+be+-ca).

Ezt az igaz egyenlotlenséget 6-tal osztva éppen a bizonyitando allitast kapjuk. A nevezdk
menet kozbeni becslése alapjan egyenl6ség akkor és csak akkor, ha a =b=c=1.

Megjegyzés: A megoldés soran az atrendezéssel elérhetévé valt, hogy alsé becslés
helyett egy fels6 becslést keressiink. Ezt a moddszert tobb koényvszerzo is Cauchy-féle
megforditasi technikanak nevezi.

6. feladat: Legyenek a, b, ¢ egy haromszog oldalainak hosszisagai. Igazoljuk, hogy

a N b n c
b+c—a c+a—-b a+b-—c

> 3. (6 pont)

I. Megoldas. (Baldzs Bdlint és Csontos Andrds megolddsa alapjin)

Egyrészt az a, b, c egy haromszog oldalainak hossztsagai, ezért a haromszog-egyenlotlenségek
teljestilése miatt az a +b — ¢, 0+ c — a,c+ a — b pozitivak.

Masrészt az a, b, c betiik cseréjére az allitas nem valtozik, feltehetjiik, hogy a < b < c.

Ezt kovetoen mar azt is meg tudjuk mondani, hogy mi lesz a + b — ¢, ¢+ a — b és
b+ ¢ — a nagysag szerinti sorrendje. Akkor kapjuk a legkisebbet, amikor a két legkisebb
szam 0Osszegébol vonjuk ki a legnagyobbat és akkor kapjuk a legnagyobbat, ha a két
legnagyobb szam 0sszegébdl vonjuk ki a legkisebbet:

a+b—c<c+a-b<b+c—a.

A reciprokaikra természetesen éppen az ellentétes sorrend lesz igaz, hiszen mindharom
pozitiv:
1 1 1
< < .
b+c—a " c+a—-b " a+b-—c
Ezt kovetéen mar kényelmesen hasznalhaté a rendezési tétel az
1 1 1
< <
b+c—a " c+a—-b " a+b—c

a<b<c és

szamharmasokra. Az azonosan rendezés adja a legnagyobb lehetséges Osszeget:

SO S ORI S SR SIS S
b+c—a c+a—>b a+b—c~ b+c—a c+a—>b a+b—c
a - 1 +b. 1 +c.;>c.;+a. 1 +b. 1 A
b+c—a c+a—> a+b—c~ b+c—a c+a—> a+b—c
A két egyenlotlenséget Osszeadva, majd a bal oldali 6sszeg felét mindkét oldalbol kivonva,
pontosan a bizonyitandé allitas adodik:

2a 2b 2¢ b+c c+a a+b
- - > - - ,
b+c—a c¢c+a—-b a+b—c " b+tc—a ct+ta—b at+b-—c
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a b c b+c—a c+a—-b a+b-—c
+ + > + + =3
b+c—a c¢c+a—-b a+b—c  b+tc—a cH+a—-b a+b-—c

Megjegyzés: Az egyenléség fennallassanak feltételét a versenyzok nem vizsgaltak, nem
szerepelt a feladat szovegében. Azt azonnal lathatjuk, hogy a = b = ¢ esetén teljesiil a

pontos egyenloség. Van-e mas ilyen helyzet? Ha két par cseréjénél egyenl6ség van, akkor
pl. a = b vagy b+1 = C+(1l_b. Mindkettébol az kovetkezik, hogy a = b. Ez barmely

c—a
masik par esetén is igaz, igy egyenléség valoban csak abban az esetben lehet, ha a,b és ¢

egyenlOk.

II. Megoldas. (Nguyen Le Quynh-Mai és Xiong Benjamin Victor megolddsa)

A haromszog-egyenlotlenségek miatt a +b — ¢,c+a — b és b+ ¢ — a pozitiv szamok.
vezessiink be ezek helyett 1j betiiket, majd azokkal fejezziik ki a, b, c-t.

r:=a+b—c, y:=c+a—>b, z:=b+c—a.
Ketto-ketto osszegét felezve kapjuk, hogy

y+z T+ z T4y
a= , b= , C :
2 2 2

Uj bettliinkkel a bizonyitandd egyenlotlenség bal oldala:

— + + ===
x Y z 2

y+z x+z T4y
== === =< 1 +2z x4+z x+
2 2 2 <y i I y>'
T Y z

A torteket csoportosithatjuk gy, hogy azonnal lathaté legyen, itt harom szam és re-
cirokanak Osszege szerepel. ezek egyenként nagyobb vagy egyenléek, mint 2:

1 +z r+z x+ 1 /x
(y n n y):< y .y

x Y z y x oz

2

z z x 1
— 4 —4+ = >—-(24+2+2)=3.
5 +y+x+z>_2(+ +2)

Ebben a megoldasban azonnal addodik az egyenlOség egyetlen lehetséges esete is: © =y =
z,azaz a = b =c.

7. feladat: Gomboc Artir a sziiletésnapjara osszesen 100 szelet csokit kapott,
négyféle izben: 17 szelet kavés, 26 szelet kokuszos, 42 szelet mogyorods és 15 szelet mar-
cipdnos. Artur sajnos gyomorrontast kap estére, ha az alabbi események barmelyike
bekovetkezik a sziiletésnapjan:

(1) Valamelyik {z{i csokoladébdl megette az Gsszeset.

(2) Van két olyan iz is, amelyek mindegyikébél megette a csokik tobb, mint felét.

(3) Van héarom olyan iz is, amelyek mindegyikéb&l megette a csokik t6bb, mint a
harmadat.

(4) Mind a négy izb6l megette a csokik t6bb mint negyedét.

Legfeljebb hany csokit ehet meg a sziiletésnapjan Gombodc Artiar?

(6 pont)

I. Megoldas. (Birovecz Bdtor és Somldi Dominik megolddsa)
Az elso feltétel alapjan az egyes fajtakbol megehet6 maximalis mennyiség:
kavés: 16, kokuszos: 25, mogyords: 41, marcipanos: 14.
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A tovabbi feltételek teljesiilése esetén kisebb a darabszamok kozotti eltérés, igy elsore
mindenképpen célszerii a mogyordsat valasztani. Ebbdl 41 darabot ehet meg Gombdc
Artur.

Most tekintsiik a tovabbi haromféle csokoladéra a masodik feltételt.

kavés: 8, kékuszos: 13, marcipanos: 7.

ﬁgy kapjuk a maximalis darabszamot, ha a kdkuszosbdl valasztunk 13 darabot.

Maradtak a kavés és marcipanos csokik. Az egyikbol 17 szelet, a mésikbol 15 szelet.
Mindkettonek a harmadrésze egészre kerekitve 5 darab, tehat a negyedek alapjan lehet
valdszintileg j6 dontést hozni. A 17 negyede egészekre kerekitve 4, mig a 15 negyedrésze
egészekre kerekitve csak 3, igy érdemes a negyedekre vonatkozo feltételnél a kavéssal, a
harmadoknal pedig a marcipanosnal maradni.

Osszefoglalva: Gombée Artir a gyomorrontés kockédzata nélkiil elfogyaszthat 41 szelet
mogyorods, 13 darab kdkuszos, 5 darab marcipanos és 4 darab kévés csokit, ez osszesen 63
darab,

II. Megoldas. (Baldzs Balint megolddsa)

A feladat szovegébol arra lehetett kovetkeztetni, hogy csak egész szelet csokikat fo-
gyaszthatott el mindegyik fajtabdl Gombde Artur.
A feltételek alapjan akkor kaphatunk maximumot, ha

- egyik fajtabol a csokik szama minusz egy darabot,

- egy masik fajtabol a csokik felét,

- a harmadik fajtabol a csokik harmadat, és végiil

- a negyedik fajtabdl a csokik negyedét eszi meg.

A feltételek alapjan egy tablazatot készitiink.

negyed harmad fél egész -1

kavés 4 5 8 16
kékuszos 6 8 13 25
mogyoros 10 14 21 41

marcipanos 3 ) 7 14

Mindegyik sorbol és mindegyik oszlopbdl egy-egy szdmot valaszthatunk. fgy azonnal
adddik, hogy a 41-et, a legnagyobb szamot érdemes el6szor kivalasztani. Ezutan a har-
madik sor és a negyedik oszlop mar , tiltott”. A megmaradé 3 x 3-asban a 13 a legnagyobb
a szam. Ez kiiktatja a tovabbi vizsgalatbdl a harmadik oszlopot és a masodik sort. Maradt
a 2 X 2-es, két sorbdl és oszlopbdl all6 rész. Itt pedig a (4,5) par valasztdsa elénydsebb,
mint a (3,5) par valasztésa.

A keresett maximum: 41 4+ 13 +4 4+ 5 = 63.

Megjegyzés: A megoldok a ,,mohé algoritmus” gondolatmentetét irtak le. Ha meg-
gondoljuk itt is rendezési tételrol van szo: [a . aT’l] + [b- %} + [c- %] + [b‘ %} + [d‘ ﬂ
maximumat keressiik. Az egész részek vizsgdlata arnyalja a képet.

8. feladat: Az a, b, ¢ pozitiv valds szamok. Igazoljuk, hogy

a’+bc b +ca c+ab
+ +

> b ) 8 t
b+c c+a a+b Z2a+bte (8 pont)

I. Megoldas. (Csontos Andrds és Fehér Anna megolddsa)
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Azonnal lathatdé, hogy ez a feladat is szimmetrikus, a betlik egymas kozotti cserréje
esetén valtozatlan marad. Emiatt valaszthatunk egy nagysag szerinti sorrendet a szamok
kozott: a < b < c. A bal oldali hdrom tortet szétbontjuk két harmas csoportra:

a’?+bc bV +ca +ab a? b2 2 be ca ab
- - = - - - —- + .
b+c c+a a+b b+c c+a a—+bd b+c c+a a+bd

Az els6 harom Osszegére adunk alsd becslést a rendezési tétel segitségével. A valasztott
sorrend alapjan:
<< b a+b<c+a<b+e

Ez utébbibdl a reciprokaikra nézve éppen forditott sorrend kovetkezik, tehat

1 1 1
b+c c+a a+b

a, v, & és

szamharmasok azonosan rendezettek. A rendezési tétel alapjan igy:

a? b? c? c? a? b?

b+c+c+a+a+b_ b+c+c+a+a~|—b'

Most helyettesitsiik ezt az Osszeget a bal oldalra:
a? b? c? be ca ab
- - + - + >
b+c c+a a+bd b+c c+a a+b
c? a? b? be ca ab
> + + + + + =
b+c¢c c¢c+a a+b b+c cH+a a+b
A+bc a*+ca b +ab  cb+c) alc+a)  bla+b)
- - = - -
b+c c+a a+b b+c c+a a+b
Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha mindegyik lépésben vagy két szam négyzete, vagy két
paros Osszeg reciroka megegyezik, azaz a szamok mind egyenlok.

II. Megoldas. (Nguyen Le Quynh-Mai megolddsa)
El6szor rendezziik nullara az egyenlétlenség jobboldalat:

=a+b+ec

a® + be b? + ca A +ab
a+ —b+ —c>0.
b+c c+a a+b

A ko6z6s nevezére hozasok utan mindegyik szamlalo kiilon-kiilon szorzattd is alakithato:

a’?+bc—ab—ca b*+ca—bec—ab +ab— ca— be

>
b+c * c+a * a+b =0,
(a—0b)(a—c) N (b—c)(b—a) N (c—a)(c—0b) > 0.
b+c c+ta a-+b
A kovetkezo6 1épésben a harom tortet kozos nevezore hozzuk:
(a®> = b*)(a® — ) + (1* — ) (b* — a?) + (? — a®)(® — V?) >0

(a+Db)(b+c)(c+a)

A nevez6 pozitiv, elegendo belatni, hogy a szamldlé nemnegativ. Végezziik el a szorzasokat
a szamlaléban és vonjuk Ossze az egynemi tagokat:

at — a?b® — Pa® + V2 + b — b2 — a’02 + Pa® + = V2P — Pa® + d?h =
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1
at + bt + ¢t — @b — b — Pa’ = 5[(a2 — ) 4 (0* — A)? + (& — a?)?).

Ez pedig harom teljes négyzet 6sszege, legalabb nulla. Egyenloség akkor és csak akkor,
haa=b=c

9. feladat: Harom nemnegativ valés szam a, b és ¢ 0sszege 1. Mutassuk meg, hogy

7(ab + bc + ca) < 2 + 9abe. (10 pont)

Megoldas. (Kotin Tamds és Nguyen Le Quynh-Mai megolddsa alapjdn)

A hérom szam osszege a + b+ ¢ = 1, igy eggyel vagy ennek hatvanyaival szorozva
elérhetjiik, hogy homogén legyen az egyenlétlenség. Ez azt jelenti, hogy a 9abc har-
madfoku taghoz igazitjuk az Gsszes tobbit, anélkiil, hogy valdjaban megvaltoztatnank a
bizonyitandé egyenlétlenséget.

7(ab + be + ca) < 2+ 9abe,

7(ab+ bc+ ca)(a+b+c) < 2(a+ b+ c)® + abe.
Elvégezziik a miiveleteket:
7a%b + Tab® + Th%c + Tbc? + 7ca + Tea® + 21abe <
< 2a” 4 2b° 4 2¢° + 6a”b + 6ab® + 6b°c + 6bc® + 6ca + 6ca® + 12abe + Yabe
és a lehetséges Osszevonasokat:
a’b + ab® + b?c + b + a + ca® < 2a® + 26 + 263,

Nguyen Le Quynh-Mai megolddsdnak befejezése:
Most alkalmazzuk kétszer is a rendezési tételt a biztosan azonosan rendezett

a, b, c és a?, v,

szamharmasokra:
a-a*+b-VP+c-*>a-V*+b-+c-d
a-a24+b-P+ec-E>a-2+b-a®+c- b2

A két egyenltlenség megfelel6 oldalait Osszeadva éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.
Egyenl6ség mindegyik csere esetében akkor és csak akkor lehetséges, ha vagy két szam,
vagy két szam négyzete megegyezik, vagyis végiil mindharom szam egyenld.

Kotan Tamds megolddsdnak befejezése:

a’b + ab® + b*c + b + Fa+ ca® < 2a° + 20 + 2¢°.
Adjuk az egyenlStlenség mindkét oldaldhoz a a® 4 b® + ¢ polinomot.
a® + b + & + a’b+ ab® + b*c + be® + Fa + ca® < 3a® + 30 + 3¢
A bal oldal szorzatta alakithatd, majd érdemes 9-cel el is osztani mindkét oldalt:

(a+b+c)a®+b* + %) <3(a® + b + %),
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a+b+c a®>+b>+c < a® + b3+

3 3 - 3
Ez pedig az a, b, ¢ és a?, b?, ¢ szdmharmasokra a kordbban bizonyitott Csebisev-
egyenlotlenség.
10. feladat: Legyenek xq, xo, ..., x, kiillonbozo pozitiv egész szamok. Mutassuk
meg, hogy
2 2 2
Ty T rz, 1 1 1
—+=4+..+—=>-+=-+...+—. 10 pont
1292 n2 =172 n (10 pont)
Megoldés. (Gurzé Jozsef megoldasa alapjan)
Tekintsiik az x%, 23, ... 22 és 1%, 2%, e # szam n-eseket. A rendezési tétel szerint

tudjuk, hogy az ezekbol képzett 0sszeg akkor lesz minimalis, ha ellentétesen rendezettek.
A masodik sorozat szigorian monoton csokkeno, tehat az elsének monoton névekedének
kell lennie. A feladat feltétele szerint az x; szamok kiillonboz6 pozitiv egészek, igy a

x3 x5, ..., x2 sorozat az ellentétes rendezés esetén szigortian monoton névekeds lesz. Ugy
kapjuk ekkor a legkisebb Osszeget, ha az x; szamok helyére rendre az 1,2, ..., n szamokat

irjuk. A legkisebb lehetséges Gsszeg tehét:

2 2 2 2

Egyenl6ség n =1 és 1 = 1 esetén.

Megjegyzés: FEgy kitevo elirasa miatt nem az eredeti olimpiai feladatot, hanem egy
joval konnyebb feladatot kellett a versenyzdknek megoldani. A nehezebb — olimpiai —
feladatban a bal oldali nevezékben a kitevo ugyanis 3, a megoldas nem valtozik, viszont
szigoruan egyenloség akkor teljesiil, ha x; = 7. Meglepd, hogy az egy lépéses megoldas
ellenére a versenyzok szaméra mégis nehéznek bizonyult ez a feladat.

11. feladat: Legyenek a, b és ¢ pozitiv valds szamok. Igazoljuk, hogy

a N b N c S
2b+c  2c+a 2a+0

L. (6 pont)

I. Megoldas. (Meggyes Kata megolddsa alapjin)
El6szor bovitjiik a torteket a szamlaldjukkal, majd alsé becslést adunk a Titu-lemma
segitségével:
a? b? c? (a+b+c)?
+ + > .
2ab+ca  2bc+ab  2ca+bec ~ 3ab+ 3bc + 3ca
Ezek utan azt kell bizonyitani, hogy

(a+b+c)?
3ab + 3bc + 3ca —

vagy némi rendezéssel:

a’ + b* + 2 + 2ab + 2bc + 2ca > 3ab + 3bc + 3ca,

Matematikai Oktatési Portél, http://matek.fazekas.hu/ -11 /17 -



Kardos-Montagh Matematikaverseny, 2021.

a’ 4+ b* + > ab + be + ca.
Ha most 2-vel szorzunk, akkor harom teljes négyzetet tudunk kialakitani, amely az egyenléség
lehetOségét is megmutatja:

20 + 2b% + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca > 0,

(a—=1b)*+ (b—c)*+ (c—a)*>0.
Ez minden valés szam esetén igaz és egyenloség akkor és csak akkor, ha a = b = c.
II. Megoldas. (Nguyen Le Quynh-Mai megolddsa)

Az egyes nevezdk helyett vezessiink be 1j ismeretleneket, majd ezekkel fejezziik ki a
szamlalokat. Legyen

r=2b+4+c, y=2c+a, z=2a+D.

Fejezziik ki az a, b, c szdamlalokat is ezekkel az 1ij ismeretlenekkel. Tulajdonképpen
megkeressiik a haromismeretlenes, paraméteres, linearis egyenletrendszer megoldésait.

dz+y—2x 8a+4b+2c+a—4b—2c
9 B 9 B

tovabba a betiik ciklikus cseréjével:

a,

dor + 2 — 2y dy+x — 22
= - C= ——..
9 ’ 9
Most az eddigiekkel irjuk mas alakba a bizonyitandd egyenlotlenség tortjeit:

b

2b+c+2c+a+2a+b:9

1 z xr x z T
:—[4<——|——+—>+y+—+——6] -
9 r Yy =z T Yy z

1 1
—{3<f+f+f)+<f+z>+<f+g>+<£+5>—6}2—(3+f+§>.
9 T Yy =z T oz Yy z T 3\z y =z

Felhasznaltuk, hogy pozitiv szam és reciprokanak oOsszege legaldbb 2. A most kapott
,atlagot” a mértani kozéppel tudjuk alulrél becstilni:

1/z =z =x Z X T
-4+ -4+ - 23 _____ = 1.
3\ y =z T Yy z

A bizonyitashoz még hozza tudjuk tenni, hogy egyenléség akkor és csak akkor, ha x =
y=z azaz a=b=rc.

a b c 1<4z—|—y—2x 4o+ z — 2y 4y—|—m—22>
+ +
x Y z

12. feladat: Oldja meg az egyenletet a valos szamok lehetséges legb6vebb részhalmazan:

2vVe — 1+ 5z = \/(932+4)(:v—|—24). (6 pont)

Megoldas. (Baldzs Balint és Fehér Anna megolddsa alapjin)

Azonnal lathaté, hogy a gyokvonasok mindegyike csak abban az esetben végezheto
el, ha x > 1. Vegyilik ezek utdn az egyenlet négyzetre emelt alakjat és a konnyebb
attekinthetoség érdekében legyen

a; =2, as =x,, tovdbba by =+vx —1, by =5.
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Ezek beirasaval a megoldandé egyenlet:
(a1b1 + ashs)® = (ai + a3) (b + b3).

Lathaté hogy ez éppen a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenlotlenségnek az a specialis
esete, amikor az egyenléség is teljestil. Ennek feltételét az elméleti Osszefoglaléban is
targyaltuk: by = A -aq és by = X - ag. (Az x > 1 feltétel alapjén tudjuk, hogy A pozitiv
szam.) Most kiiszoboljitk ki a A szorzdt.

Vi—1=2\ = z=4\+1.
Betéve a mésodikba:
5=A4N+1) = 4 +)1-5=0.
A X =1 megoldas itt azonnal adédik. A (A — 1) gyoktényez6 kiemelése utan
AN+ XN =5=(A—1)4 N +4)\+5) =0.

A masodfoku egyenlet diszkriminansa negativ, az egyenletnek csak A\ = 1 a valds gyoke.
Ebbdl kapjuk az eredeti egyenlet egyetlen valés megoldésat az x = 5-0t. Behelyettesitéssel
is ellenorizheto, hogy ez valéban megoldas.

13. feladat: Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor

ab 4+ bc + ca < 1 <1 1 1)‘

LrEET® o Z4z 8 pont
G+ 3 (8 pont)

a b ¢

I. Megoldas. (Csontos Andrds megolddsa)

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenl6tlenséget (CBS) fogjuk alkalmazni. Szoroz-
zuk meg az egyenlStlenség mindkét oldaldt a pozitiv 3(a® + b® + ¢*) polinommal. Ezzel a
bizonyitandé:

1 1 1
3(ab+ be + ca) < <—+5+—) (a® +b* +c?).
a C

A jobb oldali sszegre a CBS-egyenlétlenséggel tudunk alsé becslést adni. Legyenek

1 1 1 s
33'1:%, Ty = —=, l’gZ%, tovabba ylz\/ﬁ, yQI\/b_3, ygz\/c_3

A CBS-egyenlotlenségbe helyettesitve ezeket:

(z1y1 + 2oy + 23y3)” < (2] + 25 + 23) (v +y3 + v3),

(%\/EJF%\/FH\%@YS <é+%+%) (a® + b + %),

1 1 1
b 2<<— - —> P 4P,
(a+b+c) a+b+c (a® +0° + )
A befejezéshez elegend6 belatni, hogy

3(ab+bc+ ca) < (a+b+c)’.
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Ez pedig — ebben az anyagban is tobbszor targyaltuk — ekvivalens a
0<(a—0)*+(b—c)+(c—a)

igaz egyenldtlenséggel. Egyenléség akkor és csak akkor, ha a = b = c.

IT. Megoldas. (Kotin Tamds és Somldi Dominik megolddsa)
Hozzuk koz0s nevezdre az egyenlotlenség jobb oldalan taldlhaté torteket:

ab+bc+ca  ab+be+ ca
a4+ +c 3abc )

Egyszertisités utan vessziik mindkét oldal reciprokat, az egyenlotlenség iranya megfordul,
azt kell bizonyitanunk, hogy
a® + b2+ & > 3abe.

Mindkét oldalt 3-mal osztva ez éppen az a®, b3, ¢ szdmok szdmtani és mértani kozepe
kozotti egyenlotlenség, tehat valéban igaz. Egyenloség akkor és csak akkor, ha a szamok
mind egyenlok.

ITI. Megoldas. (Fehér Anna megolddsa alapjin)
A kezdeti 1épések utan ismét azt bizonyitjuk, hogy

a® + b+ & > 3abe.
Elosztjuk mindkét oldalt a pozitiv abc-vel:

a> b
L2408 >3
be + ca * ab —

A bal oldalon a szamlaléban négyzetek szerepelnek, igy adodik a Titu-lemma alkalmazhatdésaga:

2 22 2
a’ b c_>(a—|—b—|—c) >3

be ca ab " ab+bc+ca

Ezt beszorozva és rendezve ismét a sokszor targyalt
a? + %+ 2 > ab+ be + ca,
illetve ezzel ekvivalens és igaz
(a—b2+(b—c)+(c—a)*>0

befejezést kapjuk.

14. feladat: Mutassuk meg, hogy ha a, b, ¢ €]0, 1], akkor

Vabe + /(1 —a)(1 =b)(1 —¢) < 1. (10 pont)

I. Megoldas. (Baldzs Balint és Csontos Andrds megolddsa)
Négyzetre emelés utan alkalmazzuk a CBS-egysenlétlenséget a bal oldal felsé becslésére:

(Vabe + /(1 —a)(1 - b)(1 —¢))? < 1
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az allitas 14j alakja.

2
(Vavhe+ /(1 —ay/(1=0)(1=0)) < (a+1-a)(be+(1-b)(1—c) < 1.
Rendezés utan azt kell igazolni, hogy
2bc < b+c.

A bés c 0 és 1 kozotti pozitiv szdmok, emiatt b < b, valamint ¢ < c. Ezeket felhasznélva
elegend6 megmutatni, hogy
2bc < b + C2,

viszont ez éppen (b — ¢)? > 0 dtrendezett alakja.

II. Megoldas. (Kotdan Tamds megolddsa) Az 1-nél kisebb pozitiv szamok négyzetgyoke
kisebb, mint a harmadik gyokik. (z < 1, 2° < 22, z = Va3 < Va2 = ¥z).
frjunk a bizonyitandé egyenlétlenségben a négyzetgyokok helyett kobgyokoket. Ezzel egy
erosebb allitast kapunk, amely viszont a szdmtani-mértani kozép segitségével kozvetlentil
bizonyithaté:

Vabe + /(1 — a)(1 = b)(1 - ¢) < Vabe + /(1 —a)(1 —b)(1 —¢) <

at+b+ec 1l—a+1-b+1-c
< + _

< 1.
3 3

ITI. Megoldas. (Nguyen Le Quynh-Mai megolddsa)

Tudjuk, hogy 1/c és v/1 — ¢ is nulla és egy kozé esd szdmok. Emiatt a bal oldali dsszeg
novekszik, ha ezt a két tényezot elhagyjuk. Ezt kovetdéen mar szamtani-mértani kozéppel
becstilheto az Osszeg.

a+b 1—a+1-9b
+ —

Vabe + /(1 — a)(1 = b)(1 — ¢) < Vab+ /(1 —a)(1 - b) < . ; 1.
15. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valds szamok, akkor
a v
ﬁ+§—|—§2a+b+c (10 pont)

I. Megoldas.
Akarmilyen nagysagiak egymashoz képest az a
biztos, hogy az

313, ¢ pozitiv szdmok, az egészen
1 1 1

3 13 34
a’, b, ?és — —, —
) ) a27 b27 62

szamharmasok ellentétesen rendezettek. fgy a legkisebb osszeget, akkor kapjuk, ha ebben
sorrendben vessziik a szorzatokat:
3 3 3 33 3

C a C . b
b2 02 a2_¥+b—2+c—2—a+ + c.
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A rendezési tétel alapjan az is lathato, hogy egyenléség akkor és csak akkor lehet, ha min-
degyik ,,cserénél” vagy két szam kobe, vagy két szam reciprokanak négyzete megegyezik,
azaz a szamok mind egyenlok.

Megjegyzés: Itt mindegyik bekiildott megoldas hianyos volt. A versenyzdék nem vették
figyelembe, hogy az egyenlétlenség bal oldala nem szimmetrikus az a, b, c-re nézve. Emiatt
nem lehet egy nagysag szerinti sorrendet 6nkényesen megvélasztani. A ciklikus szimmetria
viszont teljestil, tehat elegendé lett volna az a < b<césa < c <b.

I1. Megoldas

Vegytik az 3z, b, b pozitiv szamok kozotti szamtani és mértani kozepe kozotti egyenldtlenséget:
3

7 +b+0 S ¢ al

Szorozzuk mindkét oldalt 3-mal.

CLS
T bb >3,

majd frjuk fel a masik két tortre is ugyenezt az igaz egyenlétlenséget:

3
—2+C+Cz3b,
C

03
—2+a+a230.
a

A harom egyenlétlenséget 0sszeadjuk.

ad oA
b—2—|— +—+2b+20—|—2a > 3a + 3b + 3c.
Végiil mindkét oldalbdl vonjunk ki 2(a + b + ¢)-t, ezzel a bizonyitandé egyenlStlenséget
kapjuk.
ad ¥
- —|— —|— — 2atb+e
b2
Megjegyzés: Ezt a mddszert Csete LaJOS gyori kolléga tobb ismert egyenlétlenség bi-
zonyitasara is felhasznalta és , komaromi triikk”-nek nevezte el.

ITI. Megoldas.
3 3
Alkalmazzunk egy szamtani-mértani egyenlotlenséget 9 darab — 72 6 darab — és 4
c
3
darab c——re

a? 3 3 3
C

9~¥+6'9—|—4-? » <a3)9<b3)6(v3)4
> S (Z2) (=) =a
19 - a? c? a?

Ciklikusan a tobbire is felirva kapjuk, hogy

3 b3 3
4L 9.2 46- 5
a C a >b

19 -
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és
3 b3 3
6-—+4-5+9 —
a c
>c
19 -
majd ezeket Gsszeadva
PRI~ 3
b—2+§+92a+b+a

kapjuk a bizonyitando allitast.
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