A 2015. évi Kardos Gyula Matematika Verseny feladatainak megoldasai

Mindhdrom évfolyam szamara azonos volt az elsé és a negyedik feladat.
Eloszor ezek megoldasat ismertetjiik.

1, Mutassuk meg, hogy két egymads utdni pdratlan prim dsszege legaldbb hdrom
(nem feltétlendil kilonbézd) prim szorzata.

Megoldas: Legyen p < q a két szomszédos primszam. Ekkor p + g péros
szam, azaz felirhato
pta

2
alakban, ahol a parossag miatt % is pozitiv egész. A két szdm szamtani kbzepe
a két szam kozé esik, amelyek szomszédos primek. Ezek szerint ]’Qﬁ Osszetett
szam, amelyet még 2-vel szorozni kell, igy valéban teljesiil, hogy p + ¢ legaldabb
héarom prim szorzata.

(Réka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébdl, 355. sorszadmu
feladat)

ptqg=2

Arvai Adolf 12. b. , Bdtorfi Botond 11. a. és Rujp Tamds 11. a. megolddsa
alapjdn

4, Bizonyitsuk be, hogy a magassdgpontos tetraédernél barmely csucshoz tar-

tozo magassdg talppontja a csicesal szemkozti lap magassdagpontjdval esik egybe.

Megoldas: A megoldés sordan felhasznaljuk, hogy a magassagpontos tetraéder
szemkozti élei merdlegesek egymaésra.

D

B

Legyen pl. a D-bdl indulé magassdgvonal talppontja az ABC sikon M'.
A tetraéder BC éle merdleges az ADM’ sikra, mert meréleges DM'-re (a
DM’ az ABC sik mindegyik egyeneésre meréleges) és AD-re is. A sik két
nem parhuzamos egyenesére meroleges egyenes pedig meréleges a sikra. Ha BC



merdleges az ADM’ sikra, akkor merdleges a sik minden egyenesére, {gy az AM’-
re is. Ldtjuk, hogy AM’ magassdgvonal az ABC hdromszogben. Hasonléan
lathatd, hogy az M’ pont az ABC haromszog mindegyik magassidgvonaldn ra-
jta van, tehdat M’ az ABC haromszdg magassidgpontja.

(Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometriabdl, 204. old., 31. feladat)

Erre a feladatra a versenyen Arvai Adolf 12. b. adott megolddst.

10. osztaly
2, Igazoljuk, hogy ha p és 8p®>+1 primszdmok, akkor 8p?+2p+1 is primszdm.

Megoldas: Ha a p primszam nem oszthaté 3-mal, akkor a négyzete 3-mal
osztva l-et ad maradékul. EbbSl mar kévetkezik, hogy 8p? + 1 oszthaté 3-mal,
legalabb 33, igy biztosan nem primszam. Tehéat egyediil a p = 3 johet szdba.
Ekkor

8p? +1="736s 8> +2p+1="79,

mindketté primszam. Az allitas igaz.
(Réka Sandor: 2000 feladat az elemi matematika korébél, 347. sorszdmu
feladat)

Kovdcs Jonatdn 10. d. és Szics Addm 10. a. megolddsa alapjin

3, Igaz-e, hogy minden x%+2y? formdban felirhaté pdratlan p primszdm (v, y
egész szdmok) nyolccal osztva 1 vagy 3 maradékot ad?

Megoldas: Az z?-nek és igy az x-nek is paratlannak kell lennie, hiszen
2y? mindenképpen paros, az Osszegiikrél pedig tudjuk, hogy pératlan. Az x2
paratlan szam négyzete, amelyrél ismert, hogy 8-cal osztva 1-et ad maradékul.
(PL. (2k 4+ 1)? = 4k* + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1, ahol k(k + 1) két szomszédos
pozitiv egész szorzata, tehat paros.)

Vegyiik most az Gsszegben szereplé masik tagot, a 2y2-et. Ha y paratlan,
akkor az elébbiek alapjan 8-cal osztva l-et ad maradékul, a kétszerese pedig
2-t. Ha y péaros szam, akkor 8-cal osztva 0,2,4,6 maradékot adhat, ennek
megfelelden 32 nyolcas maradéka lehet 0,4,0,4. Innen mér az is ldthaté, hogy
ekkor 2y biztosan oszthaté 8-cal. Végiil a két vizsgélat alapjan 22 mindenképpen
pératlan szam és 8-cal osztva 1 maradékot ad. A 2y? maradéka 2 vagy 0 lehet
aszerint, hogy y paratlan vagy paros. Tehat az Gsszeg 8-as maradéka valéban
csak 1 vagy 3 lehet.

Kovdcs Jonatdn 10. d. megolddsa alapjin

Megjegyzés: A megoldas soran valéjaban nem hasznaltuk ki, hogy p primszam,
csak azt, hogy paratlan szam.

5, Egy tetraéder ot éle egységnyi. Mekkordnak vdlasszuk a hatodik élt, hogy
a tetraéder felszine mazimdlis legyen?



Megoldas: A tetraéder hatodik éle legyen x hosszusagu. Ekkor a felszin két
egységnyi oldalu szabalyos haromszog és két egybevago egyenld szard haromszog
teriiletének Osszege. A szabdalyos haromszogek teriilete rogzitett, nem valtoztathato.
Ijgy kell tehat megvalasztanunk az egyenld szaru haromszog alapjat, hogy teriilete
maximélis legyen. A trigonometrikus teriiletképlet segitségével gyorsan célhoz
ériink. Legyen a két egységnyi szar altal bezart szog «. Ekkor a teriilet
T = 71 1 sina = 1sina.

2 2
A szinusfiiggvény maximumdt o = 5 + 2km esetben veszi fel. Figyelembe véve,
hogy haromszog szogérdl van sz, latjuk, hogy a = 90°. Ebben az esetben az
egyenld szart haromszogek egyenlé szard derékszogii haromszogek, z = /2. A
felszin maximuma A, = 1 + §

Tétth Andrds 10. b. gondolatmenete alapjdn

6, Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder sulypontja és beirt gombjének kézéppontja
egybeesik, akkor egyenld oldali a tetraéder.

Megoldas: A stlypontot a cstucsokkal Osszekotve négy egyenld térfogati
,,kis” tetrédert kapunk a silypont tulajdonsdga miatt. FEnnek a négy tetraédernek
a magassagai most a beirt gomb sugaraval egyenlék, igy a négy alaptertiletnek, a
tetraéder négy lapja teriiletének is meg kell egyeznie. Reiman Istvan: Fejezetek
az elemi geometriabdl cimii konyvében szerepel annak bizonyitasa, hogy amen-
nyiben a lapok egyenld teriiletiiek, akkor a tetraéder egyenld oldald. (191. -
192. old. ) A hivatkozott rész a felkésziiléshez ajanlott elsédleges irodalomként
volt megadva.

11. osztaly

2, frjuk fel egy tetszdleges pozitiv p primszam reciprokdt két kilonbozo torzstort
dsszegeként. (Torzstortek azok a tortek, amelyeknek szdmldldja 1.)

Megoldas: Eloszor oldjuk meg az
1 1 1

p Ty
diofantoszi egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan, ahol p primszam. Szoroz-

zunk be a nevezdkkel és a szokdasos mddon rendezziik az ismeretlent tartalmazo
tagokat két els6foku tényezd szorzatava.

Ty = px + py,
zy — pr — py +p* = p°,

(z —p)(y —p) =p*



Mivel x és y p-nél nagyobb pozitiv egészek, igy osztéparok kialakitdsa csak
kétféleképpen lehetséges:

p? =p-p,illetve p* =1-p%.

Az els§ esetben © = 2p és y = 2p. Ez a kiilonbozéségi feltétel miatt nem
megoldds. A mésik esetben z = p + 1,y = p® + p, illetve ennek forditottja
adodik.

Latjuk, hogy két kiillonb6zo torzstort osszegeként csak egyféle médon irhatd
fel egy primszam reciproka:

S
p p+1 plp+1)

Ekkor p+ 1 és p(p + 1) kiilonbozd.

Ha nem szoritkozunk a pozitiv torzstortekre, akkor lathatéan nem lehet
mindkét nevezd negativ, mert akkor a két tort Gsszege is negativ lenne. Vegyiik
most a tovabbi lehetséges osztdparokat.

x—p=-Ly—p=—p’, illetvex —p=—p,y —p=—p.
A maésodik esetben x-re és y-ra is nulldt kapunk, amelyek nyilvanvaléan nem
lehetnek a tortek nevezoi. Az els6 esetben
r=p—1ly=-plp-1).
Kapunk egy olyan felbontast is, amelyben % két pozitiv torzstort kiilonbsége:

1 1
p—1 plp-1)

1
p
A feladatra Bdtorfi Botond 11. a. adott megolddst.

3, A Dirichlet-tétel felhaszndldsa nélkil mutasuk meg, hogy végtelen sok olyan
primszdm van, amelynek tizes szdimrendszerben felirt alakjdban az utolsd jegy 9.

Megoldas: A megoldéashoz felhasznaljuk a Gauss-lemma néven ismert tételt:
Ha p paratlan primszam, és nem osztéja a c egésznek, akkor a ¢ aszerint kvadratikus
maradék vagy nem az, amint a

szamok legkisebb abszolutértékli maradékai koziil a negativok szama paros vagy
paratlan.

Esetiinkben az 5, 10, 15, ..., % -5 szamok koziil kell meghatarozni azoknak
a szamat, amelyeket p-vel osztva a legkisebb abszolutértékii maradék negativ.



Ezek a szamok mind kisebek g-p—nél, igy 5-nek a (g,p> és a (%p, Qp) szamkozbe

es6 tobbszoroseit kell megszamolni, ami ugyanannyi, mint a ( 55 5) ésa (%’, %”)
szamkozok egészeinek egyiittes szama. A p = 5 eset nem jon szdba, igy a
végpontok nem egészek.

Ebben az esetben a p primszamokat p = 20k + r alakban célszerii felirni.
Mivel p primszam, igy r csak 1,3,7,9,11,13,17 vagy 19 lehet. Ezekre az

értékekre a 3

(2k+ 4k+5) (6k+ 8k+5)

szamkozok egész szamainak a szamara van sziikségiink. A

3r 3r
2k + <o,k + <) és (6k Ry
( + 10’ + 10 0 + 8 + 10
részintervallumok ismét paros szamu egész szamot tartalmaznak, tehat elegendd
az ezek elhagyasaval keletkezd

(4k+ 4k:+) (8k+ 8l<:+5>

10

intervallumokat, vagy ezek helyett is az

ror\ , (3r 2r
(10’ 5) “ (10’ 5)
szamkozoket vizsgdlni, ugyanazokbdl az okokbdl, mint az el6z6 esetben.

Az altaluk tartalmazott egészek egylittes szama az egyes felsorolt esetekben
0,1,1,2,2,3,3,4. Ennek a paros vagy paratlan volta ismét csak az r maradéktol
fiigg, k-t6l nem. Az eredményt ugy foglalhatjuk Ossze, hogy az 5 azokra a
primekre kvadratikus maradék, amyelyek 20-szal osztva +1 vagy +9 maradékot
adnak, a £3 és +7 maradékot addkra viszont nem kvadratikus maradék az 5.
Rovidebben azt latjuk, hogy 10k +1 alaku primekre nézve kvadratikus maradék
az 5, a 10k + 3 alakuakra pedig nem. Ezzel mar be tudjuk latni az eredeti
allitast.

Tegyiik fel az allitdssal ellentétben, hogy csak véges sok 10k — 1 alaku
primszam van. Legyenek ezek p1,po,...,pr. Tekintsiik az

5(p1pas--- k)’ — 1

szdmot. Azt dllitjuk, hogy ennek van 10k +9 alaki primosztéja. Egy tetszdleges
primosztdjara
5(p1p2s -, pk)° =1 (mod p).

Most 5-tel szorozva latjuk, hogy a bal oldalon egy teljes négyzet van, azaz 5
kvadratikus maradék (mod p). Tehdt az 5(p1pa, - - . , pi,)>—1 mindegyik primosztdja
10k + 1 vagy 10k + 9 alakd. Nem lehet viszont mindegyik 10k + 1 alaku, mert
akkor a szorzatuk is 10k+1 alaki lenne. Taldltunk tovabbi 10k+9 alaku primet,
nem igaz az indirekt feltétel, hogy csak véges sok ilyen primszam van.



Megjegyzés: A fentebbi gondolatmenet alapjat képezé Gauss-lemma és en-
nek hasznalata az 5 kvadratikus maradék voltanak vizsgédlatara Erdds-Surdnyi:
Valogatott fejezetek a szdmelméletbdl cimii konyvébdl vett idézet. (91.- 94.
old.)

5, Mekkora az ardnya egy tetszdleges tetraéder sulyvonalai négyzetosszegének
€s az €lei négyzetosszegének?

Megoldas: Az ABCD tetraéder élhosszai legyenek AB = ¢, BC' = a,
CA =b, DA = a1,DB = b;,DC = c¢,. El6szor kiszamoljuk a D cstcshoz
tartoz6 silyvonal négyzetét. Legyenek a D csiicsbdl az A, B,C csicsokba
mutaté vektorok rendre aq,by,c;. Tudjuk, hogy az egyes vektorok hosszaira
a} = a3, b = b}, &} = ¢}. A D-bél a szemkozti lap silypontjdba mutaté sp,
vektorra
(@ +b +¢)?

1
sh= g = 5(@3 + 07 + ¢} +2a,b; + 2bc; + 2¢a,).

Mivel |a; — by| = ¢ ezért,
2a,b, = a? + b2 — 2

Ugyanezt felirva a tobbi kétszeres szorzatra kapjuk, hogy

2 b2 2 2 b2 2
Ba2 4302 432 > R @) =arhnta a+rte

2 _
D = 3 9

1
9
Ha most felirjuk a hidnyz6é harom sulyvonal négyzetét is, akkor latjuk, hogy
mindegyik él kétszer szerepel plusz elgjellel és kétszer minusz eldjellel. Igy min-
. , . e 92 2 4 . 3 . 4
degyik négyzet egyiitthatdja 5 — § = 5 lesz. A keresett ardny 3.
6, Legyen eqy ABCD magassdgpontos tetraéder magassagpontja M pont.
Igazoljuk, hogy
AM? + BM? + CM? + DM? = 4R?,

ahol R a tetraéder kéré irhaté gomb sugara.

Megoldas: Az ajanlott irodalomban, Reiman Istvén : Fejezetek az elemi
geometriabdl cimi kényvének 189-dik oldalan szerepel, hogy magassagpontos
tetraéderben is megvan a haromszog Euler-egyenesének megfelelje. A tetraéder
koré irt gombjének kozéppontja (K), a silypont (S) és a magassdgpont (M)
egy egyenesre illeszkednek. Sajnos a konyvben az ezekre vonatkozo allitas
sajtohibdval szerepel. A helyes &llitas az, hogy a silypont felezi a KM sza-
kaszt. Ennek ott leirt bizonyitasa azonban mar teljesen pontos.

Irdnyitsunk a sulypontbdl vektorokat a csticsokba és egy tetszéleges P pontba:
a,b,c,d, p. Irjuk fel a vektorok segitségével a PA2+ PB2%+ PC?+ PD? $sszeget.

PA*+PB*+PC*+PD*=(p—a)’+(p—b)>+(p—c)’+(p—d)°=

P +a®+0 ++d*—2pla+b+c+d).



A sulypontbdl irdanyitottuk a vektorokat, igy az sszegiik nullvektor. Lathato,
hogy a kapott négyzetosszegben csak a p? valtozik, a csiicsoktél vett tavolsagok
négyzetosszege allandé. Ez azt jelenti, hogy a sulypont koriili rogzitett gémb
tetszéleges pontjara mindig ugyanazt a négyzetosszeget kapjuk. Ez jéval dltalanosabb
eredmény, mint a feladatban szerepl6. A befejezéshez most felhasznaljuk, hogy a
sulypont felezi a K M szakaszt, tehdt a K és M pontok ugyanakkora tavolsiagra
vannak a sulyponttdl, a két négyzetosszeg megegyezik.

AM? + BM? + CM? + DM? = 4R?.

12. osztaly

2, Keresstink olyan természetes szdmokbdl dllé végtelen szamtani sorozatot,
amelynek egyetlen eleme sem dllithato eld két primszam dsszegeként.

Megoldas: Célszerti paratlan szamokbdl allé sorozatokat vizsgalni, mivel
a paratlan szamokat csak gy lehet felirni két primszam Osszegeként, ha az
egyik prim a 2. Azt kell tehat elérniink, hogy a sorozat tagjaibdl kettot kivonva
ne kapjunk primszamot. Erre az egyik lehetséges jo megoldas a 6n + 5 alaku
szamok, mert ezekbél kettét kivonva hdrommal oszthatd szémot kapunk. Arra
kell vigyazni, hogy ne 5-t6l inditsuk a sorozatot:

11,17,23, ...
Arvai Adolf 12. b. megolddsa.

Megjegyzések: 1, A megoldés tobbféleképpen befejezhetd, példaul vehetjiik
a 7-re végzodd szamokat is 17-t6l kezdve. Ezekbdl kettét kivonva minden esetben
5-tel oszthaté szdmot kapunk.

2, Balogh Tician és Kalocsai Balint kihasznaltak, hogy a feladat szévegében
nem szerepelt az, hogy kiillonboz6 természetes szamokbdl allé végtelen szamtani
sorozatot kell megadni. Mindketten konstans sorozatot adtak meg. (Pl. a; =1,
vagy a, = 2.)

3, Adjuk meg az 2% +y> = 2* egyenlet megolddsait a primszdmok halmazdn.

Megoldas: Rendezziik at az egyenletet és alakitsunk szorzatta.

y® = (22 —x)(2* + ).

A tovabbiakban két esetet kell vizsgalni, mivel y primszdam.

a.) 22 —x=1¢és 22 + 1 = y>. Ismételt dtalakitdssal
r=22-1=(z-1(z+1).
EbbdSl mér lathaté, hogy z = 2,z = 3, és > = 7, ami nyilvanvaléan nem

primszam kobe. Erre az osztéparra tehdat nam kapunk megoldast.



b.) 22 —x =y és 22 + 2 = y?. A mésodik feltételbsl

Y -2=y-2)y+z) =1

Tehat y — 2z = 1 és y + z = x miatt z csak 2 lehet. Ahonnan az egyediil
lehetséges megoldas z = 2,y = 3, = 5. Erre a hdrom szamra viszont nem
teljesiil a 22 — x = y feltétel.

Az egyenletnek nincs megolddsa a primszamok halmazén.

5, Egy tetraéder két-két szemkozti éle egységnyi, tovdbbi két szemkozti éle
pedig x hosszusdgu. Adjuk meg az x értékét gy, hogy a tetraéder térfogata
mazximdlis legyen.

Megoldas: Rajzoljuk meg a tetraéder bennfoglalé paralelepipedonjat. A
paralelepipedon kitéré lapatloi lesznek az eredeti tetraéder élei. A tetraéder
szemkozti élei egyenlSk, igy bennfoglalé paralelepipedonja téglatest. Ismert,
hogy a tetraéder térfogata a bennfoglalé paralelepipedon térfogatdnak az egy-
harmada. Elegend6 tehat a bennfoglald téglatest térfogatanak maximumét
megkeresni. A téglatest élei legyenek a, b és c. Pitagorasz-tételek felirdsaval

a?+ 0% =1,

V=1,
A +a? =22
Az els6 és masodik egyenletbdl a = ¢, amelyek alapjan a harmadikbdl a =
c= % Az els6 egyenletbe visszahelyettesitve pedig b = /1 — ””2—2 frjuk fel a
téglatest térfogatat:

r =z x2 22 2
V=abc= — - /1 —"="4/1— .
2 2V T2 T2V T

A térfogat nagysaga pozitiv szam, igy akkor lesz maxim4lis, amikor a négyzete
is maximaélis. .
x 28

=VZ=__=
Ennek az f fliggvénynek méar meg tudjuk hatdrozni a szélséértékhelyeit a dif-

ferencidlszamitds eszkozeivel.
3 3
fl(x) =23 — Zw‘r’ =3 (1 - sz)

Szélséérteket akkor kaphatunk, ha a derivalt nulla. Azt is tudjuk, hogy = > 0,
mert tetraéder élérol van szo.

3

1_1‘%2:0,
2 2v/3

rT=——==—".
V3 3



Ez a szam nagyobb 1-nél. Vizsgédljuk meg a derivalt eléjelét x = 1 és © = 2
esetén. Latjuk, hogy f/(1) > 0, f'(2) < 0. A derivélt pozitivrdl negativra valt,
az r = %‘ﬁ valéban maximumbhely. A keresett él hossza x = 2v3

T3
térfogat pedig
Vm_w?‘/l_ﬁ_‘z\ﬁ_m,
2 2 3V 3 9

Arvai Adolf 12. b. megolddsa alapjdn.

a maximalis

6, Egy tetraéder harom cstcsara illessziink gombot, amely a tetraéder harom
élét az A, B,C pontokban metszi. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog
alakja fiiggetlen attol, hogy melyik harom csicsra illesztettiik a gombdt, vagyis
a metszethdromszogek mind hasonlok.

Megoldas: Illessziink eloszor az UXY Z tetraéder X,Y,Z csicsaira két
gombot, ezek az UX,UY,UZ éleket rendre az A, B, C, illetve A’, B', C' pontok-
ban metszik.

Y

Mivel az XY BA és XY B'A’ négyszogek hirnégyszogek, ezért UAB/ =
UA'B'L = XYU/ és igy AB és A'B’ egyenesek pdrhuzamosak. Hasonld
okbdl parhuzamosak a CB és C'B’ egyenesek is; kovetkezésképpen az ABC
és A’ B'C’ sikok is parhuzamosak, mivel tartalmaznak két-két metsz6 egyenest,
amelyek megfelel6i parhuzamosak. Parhuzamos sikok a tetraéderbdl hasonld
hdromszogeket metszenek ki, ezért az ABC és A’ B'C’ haromszgoek hasonldk.

Illessziink most két gobmbot a tetraéder kiilonbozé csticsharmasara: az egyiket
az XY Z-re, a mésikat az X ZU-ra, az el6bbi a mar betlizétt ABC haromszoget
metszi ki, az utébbi pedig az Y Z, YU, Y X éleket rendre az A’, B, C' pontokban
metszi.



Az el6z6 eset bizonyitasa alapjan feltehetjiik, hogy B = B’. Azt kell beldtnunk,
hogy ABC és A’ BC' hdromszogek hasonldk. Mivel XY BA és X C' BU hirnégyszogek,
YXU/ = ABU/ = C'BY /. Hasonléan CBU/ = A'BY /. Az ABC sikot
a B-ben UY-ra allitott merdleges sikra tikrozve a BA egyenes a BC' egye-
nesbe, a BC' egyenes pedig a BA' egyenesbe megy at, tehdt az ABC sik a
C'BA’ sikba és az ABC/ a C'BA’/-be, ezért ABC/ = C'BA’/. FEmel-
lett az el6bbi szogegyenldségek kovetkezményeként ABUA ~ BY C'A és igy
AB/BU = BY/BC’. Hasonléan kapjuk, hogy BC/BU = BY/BA'. E két
egyenl6ség kovetkezménye, hogy

AB/BC = BA'/BC',

tehdt az ABC és A’ BC’ hiromszogek megegyeznek B-nél fekvd szogiikben és a
két kozrefogd oldal aranyaban. A két haromszog valéban hasonld.
(Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometriabdl, 205. old., 43. feladat.)

Reiman Istvdn Fejezetek az elemi geometridbol cimid gyljteményéhez készitett
szerzdi megolddsa

2. Megoldas: Az ABCD tetraéder A, B, C cstcsaira illeszked§ gémb az
AD,BD és CD éleket E, F és G pontokban metszi.
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Az EFBA, FGCB és GEAC négyszogek hurnégyszogek, mivel tudjuk, hogy
egy sik a gébmbbol egy kort metsz ki, a négyszogek csiicsai mind rajta vannak
a kimetszett korvonalon. A szemkozti szogek Osszege 180°, a gdmbon kiviil
keletkez& haromszogek hasonldok a megfelel6 tetraéder oldallapokhoz.

ABDA ~ EFDA, BODA ~ FGDA,CADA ~ GEDA.

Felirjuk a megfelel6 oldalak ardnyat:

EF DF DFE DF DFE
A8~ ap ~Bp PP =ap P =pp AP
FG DG DF DG DF
Bc ~BD cp ¢ pp PO p PO
EG _DG _DE _ .., DG ., _ DE

AC  AD CD AD CD
Ezek segitségével mar fel tudjuk irni a keletkezett EF'G haromszog oldalainak
aranyat is:
EF 2E.-AB  AB-CD

FG %-BC AD - BC’

FG %%-BC AD-BC

EG gg.Ac BD - AC’

EG £5-AC  AC-BD

EF ~ DE. AR  AB-CD’

vagyis az oldalak ardnya fliggetlen a gomb vélasztasatél, minden esetben mege-
gyezik két par szemkozti él szorzatanak ardanyaval. Belattuk tehat, hogy barmelyik
harom csucsra illesztiink is gombot, a keletkez6 haromszog barmely két oldalanak
aranya megeyezik két szemkozti él szorzatanak és mésik két szemkozti él szorzatanak
aranyaval, amely ennek megfeleléen allandé.

Arvai Adolf 12. b. megolddsa.
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