A Kardos Gyula Matematika Verseny feladatainak megoldasai
Osszedllitotta: Dr Kiss Géza

10. osztaly

1. feladat Mutassuk meg, hogy ha b paros, a pedig paratlan pozitiv egész
szdm, akkor az { tort nem frhaté fel véges sok pdratlan nevezdjll torzstort
Osszegeként!

Megoldas: Tegyiik fel az allitdssal ellentétben, hogy az ¢ felirhat6 véges
sok paratlan nevezoji torzstort osszegeként.
a 1 1 1
= e
b X1 X9 Tn

Hozzuk a torzstorteket kozos nevezore. Mivel az 6sszes nevezd paratlan,
ezért az esetleges egyszerlsitések utan is egy paratlan nevezoji tortet kapunk
osszegként. Viszont a pédros nevezdjii § tort szdmlaldja paratlan, igy tovdbbi
egyszerisitések, vagy boévitések soran sem lehet a nevezbje paratlan. Ellent-
mondasra jutottunk, a feladat allitdsat igazoltuk.

Tobb megoldds alapjan

2. feladat frjuk fel a %—et az 6sszes lehetséges médon két torzstort dsszegeként!

1. Megoldas:

2 1 n 1
9 =y
Beszorzas és rendezés utdn:
2zy = 9z + 9y.

Most a szorzattd alakithatésag érdekében szorozuk meg az egyenletet kettovel
és egy konstans hozzaadasaval alakitsuk a baloldalt szorzatta:

4oy — 18z — 18y =0

(2x —9)(2y —9) =81

A 81 osztéparjai adjék a lehetséges megoldasokat. Az altalanossag megszoritasa
nélkil feltehetjik tovabba, hogy = < y.

20 —9=1,2y —9 =81,z =5,y = 45,

20 —9=3,2y —9=27,2 =6,y = 18,
20 —-9=9,2y—-9=9,r=y=09.
Az 6sszes felbontés:
2 1 1 1

—1+ ==+ _ 1
9 5 45 6 18 9



2. Megoldéas: A % tort természetesen felirhaté az % + % alakban. Ahhoz,
hogy az Gsszeg ne valtozzon az egyik nevezot novelniink, a mésikat csokkenteniink
kell. Vizsgaljuk sorban azokat az eseteket, amelyekben mindig 1-gyel csokkentjiik

a nevezOt: 1 1 5 1 16 9 .
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A to6bbi esetet nem kell vizsgdlnunk, hiszen mar % > %. Tehat a lehetséges
felirasok:
2 1 + 1 n 11 n 1
9 45 6 18 9 9

Mdndoki Réka és Dezsényi Baldzs megolddsa alapjdn

3. Megoldas: A % tort az % < % < % torzstortek kozott helyezkedik el. A
,,moho algoritmust” alkalmazva az els6 torzstort tehéat az % lehet. Feltehetjiik,
hogy a két torzstort csokkend sorrendben van.

2 1 1
= — 4 — 1 < To.

9 X1 ,1327

Emiatt = felvehet6 legkisebb erteke £ fele, az 5. Tehat 5 < z; < 9 Ezutan a

1
9
2. Megoldas szerinti esetek vizsgalata kovetkemk.

Fésiis Luca megolddsdnak vdzlata

3. feladat Mutassuk meg, hogy ha b nem oszthaté 3-mal és van 3k — 1
alaku primosztdja, akkor a % tort felirhaté két kiilonb6z6 nevezdjli torzstort

Osszegeként!
Megoldas: Ha p = 3k — 1 ez a feltételezett prim, akkor b = dp jeloléssel:

1 1 3k—1+1 3% 3 3
kat kd(3k —1)  kd(3k—1) kdB3k—1) d(Bk—1) b

Megjegyzés: Hoksza Zsolt kicsit elbonyolitva a tényezOket megadta a pontos
felbontast. Mandoki Réka megsejtette konkrét szampéldakon ezt a megoldési
lehet6séget, majd az altalanos esetet felirva ellenorizte sejtése helyességét.



4. feladat Adjunk meg a sikon gy 7 pontot, hogy pontosan 9 egyenest
hatarozzanak meg!

Megoldas: Vegyiik a hét pontot a kdvetkezéképpen: egy haromszog csicsai,
oldalfelezépontjai és sulypontja. Ezek meghatarozzédk az oldalegyeneseket, a
stulyvonalakat és a kozépvonalakat, 0sszesen kilenc egyenest.

Megjegyzés: Mindegyik megoldas lényegében ugyanezt a konstrukciot kovette.
Fésiis Luca megoldasdban a haromszog tetszbleges belsé pontja és a Ceva-féle
szakaszok oldalakkal vett metszéspontjai szerepelnek.

5. feladat Elhelyezhet&-e a sikon nyolc szakasz gy, hogy mindegyik szakasz
pontosan harom masikat messen?

I. Megoldas: Elhelyezhet6 nyolc szakasz a kivant médon. Példaul a mellékelt
médon. (Kosztolanyi Jézsef- Makay Géza - Pintér Kldra - Pintér Lajos: Matem-
atikai Problémakalauz I. 195. -196. old. )

Megjegyzés: A fentivel lényegében egyez6 konstrukciét adott Verraszté
Zsolt.



2. Megoldas: Hasonl6 felépitésii, bar ettdl kicsit eltéré érdekes konstrukeid
is sziiletett.

.

Krausz Mdté elsé konstrukcidja

3. Megoldas: Két diszjunkt részbdl 4116 konstrukcidra is két példat lathattunk.

Dezsényi Baldzs, Mdandoki Réka és Horvdth Ddniel megolddsa

4. Megoldas: Ugyanez a gondolat még egyszeriibb formaban jelenik meg
a kovetkezd konstrukcidéban:

Hoksza Zsolt, Krausz Mdté és Németh Nikolett megolddsa



11. osztaly
1. feladat frjuk fel a %—et hérom kiilonb6zé nevez6jil torzstort dsszegeként!

1. Megoldas: Az ilyen tipusu feladatoknal célszerti médszer a ,,mohd”

algoritmus. Ennek megfeleléen a felirandé tortbél kivonjuk a legnagyobb olyan

torzstortet, amely kisebb vagy egyenld, mint % Ezt addig folytatjuk mig

torzstortet nem kapunk.
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21 11 231 231
Ezzel megkaptuk a % egy lehetséges felbontdsat:

3_1.1 1
73 11 231°

<

—
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Ayhan Ddniel megolddsa

2. Megoldas: A témakorben gyakran haszndlt atalakitds segitségével ad-
haté otletesen egy masik felbontas. Ez az azonos atalakitds az egész egyiptomi

tortek témaban sok helyen szerepet jatszik:

1 1 1

x_x+1+x(x+1)'

frjuk fel az % tortet ennek segitségével két tort Gsszegeként.

Most szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 2-vel.

2_2+2_1+1
7 8 56 4 28

Ezzel kapjuk a % egy masik felbontéasat:

Daku Gergely megolddsa



3. Megoldas: Ennek a felbontasnak a megtalaldsara egy masik lehetOség
is kindlkozik. Legyen az egyik torzstort az %, ekkor meg kell oldanunk a

2_1+1
T x oy

diofantoszi egyenletet. A beszorzés és rendezés utan kapjuk, hogy
2@y — Tx — Ty = 0.

Most szorozzuk meg az egyenletet 2-vel és adjunk mindkét oldalhoz 49-et.

dry — 14x — 14y + 49 = 49,

202y —7) — T(2y — 7) = 49,

2z —T7)(2y —7) = 49.
Innen az osztoparokbdl mar kiolvashatdk az egyenlet pozitiv egész megoldasai.
20 —7T=1,2y—7=49 =2 =4,y = 28,

20 —7T=T72y—-T=7T=z=14,y = 14.
Ezek koziil az elso felel meg a feladat feltételeinek:

3 1 1 1

7 4 + 7 + 28"
4. Megoldas: Mas megkozelitéssel is taldlkoztunk.

3 1 1 1
= -+ -+ - b .
7 a—i_b—’—c’a?é 7
Mivel
L+i+d 1
3 7

biztosan van legaldabb egy olyan tort, amely nagyobb, mint % Legyen ez az %

Ekkor
1 1 3 1 11

b e T T8 1
Az el6z6 gondolatmenet szerint

1 1
1+l o1

uo1_n
2 84’8

<874<

7.
Az egyik tort legalabb %, legyen ez az %. Ekkor végigprébalva a b = 7,6,5,4
eseteket b = 4 re kapunk a maradékra torzstortet.

1m 1 22-21 1

42 4 84 84"



Egy djabb felbontést kaptunk:
3 1 1 1

77176 81
Ezt a modszert folytatva még tovabbi felbontasok is nyerhetok:

3_1,o1 1 11 1
73 14 42 315 35

Varga Ndtdan megolddsa

2. feladat Egy-egy egységnyi oldalu négyzet, szabalyos hatszog és szabalyos
tizenkétszog elhelyezhetd egymads mellé gy, hogy egy csicsuknal Gsszeérjenek
és koriilotte atfedés és hézag nélkiil lefedjék a sik csics koriili tartomanyat, egy
egységnyi sugaru korlapot.

Mely harom kiilonb6zé oldalszamu szabalyos sokszoggel tehetd meg még
ugyanez? Adjuk meg az Osszes megoldast!

Eredmény: Osszesen két megoldds van a feladat szovegében megadott
példaval egyiitt. Ezek:
(4,5,20), (4,6,12).

Ha a csucsok koriili egység sugaru korlapokat le kell fedniink, akkor nem
hasznalhatunk szabdlyos haromszogeket, csak haromndal nagyobb oldalszamu
sokszogek jonnek szoba. Ha megengedjiik a haromszogeket, tehat pld megelégsziink
a csucsok koriili fél egység sugaru korlapok lefedésével, akkor még az aldbbi
megoldasokat kapjuk:

(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15).



A megolddk zome — a kitiizok eredeti szandéka szerint — ezeket a lehet&ségeket
is felsorolta.

Megoldas: A szabdlyos n-szog egy bels6 szoge ”T_QW, igy a szabélyos n-,

m-, k-szogeket pontosan akkor lehet egymas mellé helyezni a kivant médon, ha
n—2 m—2 k—2

T+ T+ ™ =2,
n m k

azaz ha
1 1 1 1
n + m + Eo2
Legyenek a sokszogek oldalszamai gy betiizve, hogy nagysagrendi sorrendjiik:
k < m < n. Ekkor sziikkségképpen k < 6. A feladatban szereplé tovabbi feltétel
alapjan k,m,n > 3, mert kiilonben a sokszogek nem fednék le az egység sugartu
korlapot. Vegyiik sorra a lehetdségeket!
Ha k = 6, akkor a nagysagrendek miatt n = m = 6, tehat a sokszogek nem
kiilonbo6zok.
Hak=5,akkor%+%:%, igy 5 < m < 7, azaz m = 6, de ez nem ad
megoldast, a kiillonbség nem torzstort:

3 1 9-5 2

10 6 3 15

Ha k = 4, akkor i + % = i, igy 4 < m < 8, ezek kozott két olyan megoldas
van, amelyekben a szamok kiilonbozdek.

m=5_ 75Ty "=
1 1 1
Ha m =7, akkor
1 1_3
4 7 28’

nem kapunk megoldast.

Varga Ndtdin megolddsa alapjdn

3. feladat frjuk fel a % tortet legalabb kétféleképpen harom kiilonbozé
tOrzstort Osszegeként!

5 _et mohé algoritmussal.

1. Megoldas: frjuk fel elészor az 17

51 4 1.1 1
113 33 3 9 99

Most mindegyik tort nevezdjét szorozva 11-gyel egy kivant felbontdst kapunk.
A % tortet masképpen is két osszeadandéra tudjuk bontani:

4_3+1_1+1
33 33 33 11 33



A két felbontés:
5 1 1 1 1 1 1

121 33 99 T 1080 33 121 T 363"

2. Megoldas: frjuk fel az el6z6 feladatban mar hasznalt médszerrel az ﬁ

tortet.
1 1 1 1 1

I 12 112 12 132
4 .
Most szorozva 17-del kapjuk, hogy

4 4 1+4 1_1+1
121 11 12 11 132 33 363’

Ehhez hozzaadva az ﬁll—et épen egy helyes felbontast kapunk.

5 1+ 1 N 1
121~ 33 121 363

Egy maésik felbontds némi probalkozas utdn is adédik akkor, ha az egyik tortet
%—nek valasztjuk. Ekkor ugyanis

5 1 270-242 28 27 N 1
121 27 27-242  27-242  27-242  27-242°

Az tjabb felbontés:

5 1 1 1

121 27 + 242 + 6534

Daku Gergely megolddsa alapjin

Megjegyzések: A mésodik megoldds sem teljesen 1égbél kapott, hiszen a
,,mohd” algoritmus %—t(’)’l indul, igy viszonylag gyorsan eljuthatunk az %—del
torténé prébalkozasig. Az atlagokkal torténd nagysagrendi becslés moédszerét
alkalmazta ebben a feladatban is Varga Natdn. Tetemes szamoldssal egy az
eddigiektol eltéro felbontést is kapott:

5111
121 44 55 2420°
A szédmokbdl lathatd, hogy ehhez a felbontdshoz is eljuthatunk, ha elébb az

%—et bontjuk harom torzstort osszegére.

5 1 9 , 9 1 1

- = é, — —

11 4 14 > w5 220



4. feladat Adjunk meg a sikon hat pontot gy, hogy pontosan 7 egyenest
hatarozzanak meg!

Megoldas: Vegylnk egy hegyesszoget. Legyen a sz0g csicsa az egyik adott
pont, tovabba helyezziink el mindkét szogszaron még két-két pontot. A hatodik
pont legyen ez utébbi négy pont altal meghatarozott konvex négyszog atléinak
metszéspontja. Konnyen lathatd, hogy ez a konstrukcié éppen hét egyenest
hatdroz meg. Masrészt, ha egy egyenesen két pont helyett harom van, akkor
ez a maximalis egyenesek szamét kettével csokkenti. Az el6bbi konstrukciéban
négy ilyen , hiarom pontos” egyenes szerepel, tehit az egyenesek szama 8-cal
csokken. (g) —-8=T.

Megjegyzés: A versenyzOk mindegyike lényegében ugyanezt a konstrukciét
adta.

5. feladat Adott a sikon n darab pont. Igazoljuk, hogy azoknak az egyene-
sekenek a szama, amelyek pontosan hdrom pontot tartalmaznak a megadottak
koziil biztosan kisebb, mint %(g)

Megoldas: Azoknak az egyeneseknek a szama, amelyek 3 pontot tartalmaz-
nak, akkor lenne maximalis, ha mindegyik egyenes harom pontot tartalmazna,
tovabba mindegyik pont mindegyik médsikkal 6ssze lenne kétve. Ebben az eset-
ben a két pont altal meghatérozott egyenesek szdama (g) Mivel minden egye-
nesen 3 pont lenne és harom koziil kett6t 3-féleképpen lehet kivalasztani, igy
val6jadban minden egyenest haromszor szdmolnank. Ekkor az egyenesek szdma
%(g) lehetne. Ezzel szemben Gallai tétele kimondja, hogy ha n darab pont nincs
mind egy egyenesen, akkor biztosan van olyan egyenes, amely a megadott pon-
tok koziil pontosan kettot tartalmaz. Ezért olyan eset a feladat feltételei mellett
nem &llhat fenn, hogy mindegyik egyenesen 3 pont van, éppen ezért a harom
pontot tartalmazoé egyenesek szama biztosan kisebb lesz, mint %(g) Azn <3
eset kivételt képez. Ha n < 3, akkor nincs ilyen egyenes, mig amennyiben az
Oszesen harom pont egy egyenesre esik, a hdrom pontot tartalmazé egyenesek
szdéma pontosan (%) = 1. Tehat a feladat &llitdsa ezekben az esetekben nem
teljesiil.

Ayhan Daniel megolddsa

10



12. osztaly

1. feladat Igazoljuk, hogy azok a tortek, amelyek % alaktak, ahol b egynél
nagyobb pédratlan szam, felirhaték két kiillonboz6 torzstort dsszegeként!

1. Megoldas: Legyen b = 2k + 1 és valasszuk meg az els6 torzstortet a
,,mohd” algoritmussal. Ennek a nevezdje k + 1.
2 1 2k+2-2k—1 1
2k+1 k+1  (k+DQR2k+1) (k+1)(2k+1)

Felirtuk a %—t két torzstort Osszegeként:

2_ 2 1 1
b 2k+1 k+1 (B+1)(2k+1)

Megjegyzés: Barany Ambrus és Gonyecz Adédm megadja a jo vegeredményt
és azt ellenorzi. Kindrat Léaszlé altalanosan kezdi el megoldani a % = % +1

difantoszi egyenletet. A megoldds kozben egy specidlis esetként adodik a fengl
felbontés.
1

2. Megoldas: Hasznaljuk fel ismét azt a tényt, hogy % = +

1
n+1 n(nJrl) .

Tudjuk, hogy rdadasul b = 2k + 1, paratlan szam.
1 1 1

b b+l b l)
Most helyettesitsiink b = 2k + 1-et és szorozzuk az egyenlGséget 2-vel.

2_ 2 2 _ 2 2 b 1
b b+1 bb+1) 2k+2 (2k+1)(2k+2) k+1 (k+1)(2k+1)

Kirdly Baldzs megolddsa alapjdn

2. feladat Mutassuk meg, hogy ha az egynél nagyobb b pozitiv egész szamnak
mindegyik primosztéja 6k + 1 alaku, akkor 5 tort nem irhaté fel két torzstort
Osszegeként)!

1. Megoldas: Tegyiik fel indirekt, hogy az allitassal ellentétben

3 1 1

b m T (1)

Legyen d az m és n szamok legnagyobb kozos osztdja. Ekkor

3d 1 1 s+t

b st st

11



ahol s és t mar relativ primek. Mivel b paratlan, ezért s és t is szlikségképpen
paratlanok. Tudjuk, hogy s + ¢ oszthaté 3-mal, ezért az egyik 1 a masik —1
maradékot ad 3-mal osztva. Legyen példaul s = —1 mod 3. Ekkor az s-nek
van 6k — 1 alakd primosztdja. Valamilyen r pozitiv egészre s +t = 3dr és
st = br. Mivel p osztdja s-nek, ezért p osztdja b-nek, vagy r-nek. Ha b-nek
osztoéja, akkor az ellentmondas. Ha r-nek osztdja, akkor mivel s és 3dr kozos
osztoja, ezért t-nek is osztoja lenne, ez azonban ellentmondés azzal, hogy s és ¢
relativ primek.

2. Megoldas: A (?77?) egyenletben atszorozva és még hdrommal szorozva a
kovetkezé Gsszefliggéshez juthatunk:

(3m — b)(3n — b) = b2 (2)

Ha b minden primosztdja (6k+1) alaki, akkor b maga is ilyen alak, {gy paratlan
is, tehdt (??)-ben m és n paros, igy a bal oldal mindkét tényezdje (6k — 1) alaku.
De b-vel egyiitt b2 minden osztdja is (6k + 1) alakd, igy minden osztéja is ilyen
alakt. Ez ellentmondds, mert (?7) szerint a bal oldali tényezék a b? osztdi.

3. Megoldas: Erdds Paél irodalomként megadott magyar nyelvii cikkében
hivatkozik Nakayama 1940-es években elért eredményére. Eszerint az a < b
esetben az ¢ tort akkor és csak akkor frhato fel két torzstort osszegeként, ha
taldlhatdk olyan ki, ko, ks egész szamok, melyekre b = kq - ko - (k3-a—k; - d), ahol
d az a és b egészek legnagyobb kozos osztéja. Ebben az esetben a = 3, tovabba a
b szam mindegyik primosztdja 6k + 1 alakd, tehat d = 1. A Nakayama tételében
szerepl6 formula igy egyszerlibb alakban irhaté.

b=1Fky ko (ks-3—k1).
Rendezziik at ezt az Osszefiiggést.

b b+ k? -k
+k1=7+ L2

3k =
57 k- ks k- ko

Tudjuk, hogy ky és ko osztdi b-nek. A b-nek mindegyik osztdja 6k + 1 alaku.
Ezek szerint a (b + k? - ko) kifejezés értéke 6-tal osztva 2 maradékot ad. Ezzel
elentmonddsra jutottunk, mert k3 csak abban az esetben lehetne egész szam,
amikor b+k? - ko oszthat6 3-mal. Ez nem teljesiil, tehat nincsenek ilyen ki, ko, k3
egész szamok, a % tort nem irhato fel két torzstort osszegeként.

Megjegyzés: Ez a megoldas bar nehéz, részleteiben nem ismertetett tételre
tamaszkodik, mégis nagyon dicséretes és kozlésre érdemes, mert a kiadott iro-
dalom teljes és nagyon alapos attanulményozasara utal.

Gonyecz Addm megolddsa

12



3. feladat Tegyiik fel, hogy pozitv 7 < 1 tortet felirtuk a ,,;mohé algorit-

mussal” az m; < mo < ... < my pozitiv egészek reciprokosszegeként. Legyen

d = m? —m;. Mutassuk meg, hogy mo > d,mz > d?,mq4 > d*, ..., my > a2,

Megoldas: k-ra vonatkozé teljes indukciéval bizonyitunk. Ha mo < d,

akkor
1.1 _a
my  mi(m;—1) — b’
ebbdl koévetkezik, hogy
1 a
< 7
mi—1 7" b

ez viszont ellentmond m; valasztasanak. Tegyiik fel most, hogy k-ig my > d2k_2,
és legyen R = ¢ — Zkil L Ekkor

j:l mj

Rl 1 1 1 U SR
my, " m =1 my mg(mg — 1) (mk—l)Q_(d2k*2)2_d2k*“

és ebbél mér kovetkezik, hogy mys1 > d2 .

4. feladat Megadhaté-e a sikon 8 pont gy, hogy pontosan 11 egyenest
hatarozzanak meg?

Megoldas: A 8 pont altaldnosan elhelyezve legfeljebb 28 egyenest hatarozhat
meg. Vegyiik egy teljes négyoldal hat csucsat és két atlés pontjat. Ekkor csak
egy olyan egyenes van, amelyen négy pont helyezkedik el és pontosan 6 olyan
egyenes, amelyen harom pont. Ezek az egyenesek szamat 5-tel, illetve 6-2 = 12-
vel csokkentik. 28 — 5 — 12 = 11.

Fogalmazhatjuk a fenti konstrukciét gy is, hogy egy haromszog csicsai,
oldalfelez6 pontjai, silypontja tovabbd egyik kbzépvonalanak a harmadik silyvonallal
vett metszéspontja legyen a megadott 8 pont.

Megjegyzés: Barany Ambrus, Gonyecz Adém és Kindrat Lészl6 mindharman
ugyanezt a konstrukciét adtak.

13



5. feladat Adott a sikon n darab pont gy, hogy nem illeszkednek mind egy
egyenesre. Mutassuk meg, hogy meghataroznak legalabb n darab olyan egye-
nest, amelyek mindegyike legaldbb két pontot tartalmaz a megadottak koziil!

1. Megoldas: (Kosztolanyi Jozsef- Makay Géza - Pintér Kldra - Pintér
Lajos: Matematikai Problémakalauz I. 201. -202. old.)

Konnyen ldthatd, hogy az m mint alsé korldt nem javithatd, hiszen ha a
pontok egy kivételével egy egyenesre illeszkednek, akkor a ponthalmaz &altal
meghatarozott egyenesek szdma éppen n.

A tovabbiakban belatjuk, hogy az egyenesek szama nem lehet kisebb n-
nél. Jeldlje az adott pontok halmazit @, az altaluk meghatdrozott egyenesek
halmazat €. Gallai tételének értelmében van olyan e € e egyenes, amelyre
pontosan két QQ-beli pont illeszkedik. Jel6lje P; az egyik ilyen pontot. Hagyjuk el
Pi-et Q-bol, és hagyjuk el e-bdl az Gsszes olyan P;-re illeszked6 egyenest, amelyik
pontosan két Q-beli pontot tartalmaz. Jelolje az igy kapott ponthalmazt @1,
az {gy kapott egyeneshalmazt pedig ¢; Nyilvén |e1| < |e|] — 1. Ha @; pontjai
egy egyenesre illeszkednek, akkor |¢| = n. Ha @ pontjai nem illeszkednek mind
egy egyenesre, akkor van olyan e; € &1 egyenes, amelyik pontosan két QQ1-beli
pontot tartalmaz. Ha P, jeloli az egyiket, akkor hagyjuk el Ps-t és az Osszes
olyan P»-re illeszked6 egyenest, amelyik pontosan két QQ1-beli pontot tartalmaz.
Az 1j ponthalmazt jeldlje @2, az 1j egyeneshalmazt 5. Ha Qo pontjai mind
egy egyenesre illeszkednek, akkor |e;] = n—1és |¢| > |e1] +1 = n. Ha
Q2 elemei nem illeszkednek mind egy egyenesre, akkor az el6z6ekhez hasonléan
konstrualjuk meg a Q3 és 3 halmazokat, majd folytassuk az eljarast mindaddig,
amig Q) pontjai egy egyenesre nem illeszkednek. (Ez legfeljebb n —2 1épés utdn
bekovetkezik.) Ekkor |ep_1] =n — (k —1). Mivel |ex—1| < |e] — (k — 1), ezért

el > lenoa| +k—1=n—(k—1)+ (k—1) =n.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

2. Megoldas: Gallai tétele értelmében tudjuk, hogy ha adott a sikon
n darab pont ugy, hogy nem illeszkednek mind egy egyenesre, akkor létezik
legalabb egy olyan egyenes, amely az n pont koziill pontosan 2-t tartalmaz.
Az ilyen egyeneseket nevezziik kdzinséges egyeneseknek. Bizonyitandd, hogy
a nem egy egyenesre illeszked6é n darab pont biztosan meghatiroz legaldbb n
darab egyenest, amelyek mindegyike legalabb két pontot tartalmaz a megadot-
tak koziil. Bizonyitsunk teljes indukcioval. n = 3-ra az éllitds igaz, mivel 3 nem
egy egyenesre illeszked6 pont haromszoget hataroz meg, ennek harom oldale-
gyenese a 3 egyenes. Tegyiik fel, hogy n darab pontra teljesiil az allitas, vagyis,
hogy az n darab pont legalabb n darab egyenest hataroz meg. Bizonyitsuk most,
hogy az allitds n+1 pont esetén is igaz. Az n+1 pont nincs mind egy egyenesen,
ezért Gallai tétele szerint biztosan van legalabb egy kozonséges egyenes. Tek-
intsiik valamelyik (,vagy az egyetlen) kozonséges egyenest. A rajta elhelyezkedd
két pont koziil hagyjuk el az egyiket, igy n pontunk maradt a sikon. Két eset
lehetséges:
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e Amennyiben ez a megmarad6 n pont egy egyenesen van, akkor az n + 1-
edik ponttal Gsszekotve kapunk n darab kiilonbozé egyenest, az n + 1-
edik egyenes pedig az, amelyik az n darab pontot tartalmazza. Ebben az
esetben tehdt teljesiil az allitas.

e Amennyiben ez az n darab pont nincs mind egy egyenesen, haszndljuk
az indukcids feltevést. Az n pont eszerint biztosan meghatdroz legaldbb
n darab egyenest. Az n + l-edik egyenes a kiemelt kozonséges egyenes.
Ezzel erre az esetre is bizonyitottuk az alitds helyességét.

Barany Ambrus megolddsa
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