Hraskd Andras, Surdnyi Laszl6: 11-12. spec.mat szakkor

A Komal 2002/6 szama B feladatainak megol dasvazl atai
atehetseggondozo szakkoron elhangzott megoldasok (elsésorban Sala Maté, Gelgji Janos és
S&far Simon elmondésal és Maté dolgozata al apjan)

B. 3562.

A konvexitas miatt az eredeti hétszdg minden csticsa legfeljebb két vagashan van benne.
A nyolcszbgnek 8 étlgjavan, ez a hétszoghol 2>8 = 16 csicsot érint (multiplicitéssal) a
hétszdgbél. Ha minden hétszdgeslics csak kétszer szerepelni, csak 14 lehetne az el 6bbi
eredmeény.

B. 3563.
Ekvivalensen:

A6y £ XY

2.6 2
t = 1/(206) esetén teljesiil az egyenlétlenség, mert aszdmtani és mértani kozép kozti
egyenlétlenséggel ekvivalens. Konnyen igazolhatd, hogy t > 1/(206) esetén is mindig teljesiil,
det < 1/(2C86) -re, pld 4x = 6y esetén nem teljesiil. A vdlasz tehét t 3 1/(206).

B. 3564.

Az A pontot el6szor tukrozni kell az x tengelyre. Kapjuk a C(-1; 0) 4
pontot. C-t az A koriil forgatva az A kdzéppontl 2 egység sugard k ~
kor tetszéleges pontjahoz juthatunk el. Az Gjabb tikrozésa C
kozéppontu 2 egység sugarl k' kor valamely pontjdbavisz. A kapott
pontot pontosan akkor tudjuk B-be forgatni, haaz A k6zépponti AB
sugart | koéron israjtavan. Legyen tehét E az | ésk' egyik
metszéspontja, D pedig E tikorképe az x tengelyre. Ekkor az A, C,
D, E, B sorozatban a soron kovetkezé tag az el6z6bdl az x tengelyre
vonatkoz6 tikrozéssel vagy A korlli forgatassal kaphat6. A
gondolatmenetbdl az is kiderll, hogy ennél révidebb sorozattal nem
érhet6 el aB pont. E koordindtai akét kor egyenletébdl

v

meghatarozhatok:
£R15. 3 p /15,39
2 2, g
A forgatasi szogek:
1 5 .1
CADD =90° +tg™* »104°, EABD =tg* +tg™t = » 71°.
V15 V15

B. 3565.
a) Nem, ha eredetileg 6sszesen pératlan sok kavics volt a dobozokban, akkor minden |épés
utan is paratlan sok lesz.

b) Igen, ezt két 1épésben bizonyitjuk.

Legyen el6sz6r az n-edik kupacban 1 kavics, az 6sszes tobbiben pedig
0. Megadunk egy €ljarast, amellyel elérhets, hogy mindegyik
kupacban ugyanannyi kavics legyen.

Képzeljik ugy, mintha a kupacok egy kor kerliletén lennének
elrendezve, és az (n+1)-edik kupactdl kezdve az az els6 9 kupacba
tegylnk egy-egy kavicsot, majd a kbvetkezé 9 kupacha, stb kérben
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haladva tovabb. Akkor érjik e, hogy minden kupachba ugyanannyi kavics legyen, ha ez egyik
"kilences" épp az (n - 1)-edik kupacnal fejezédik be. Az kell tehét, hogy legyen olyan m
nemnegativ egész (ateljes korok szama) és olyan | (akilencesek szama), amelyre 9t =
m2002 + 2001. Léthato, hogy m= 6 és| = 1557 épp megfelel.

A fent leirt eljarast nem csak akkor alkalmazhatjuk, ha az n-edik kupacban 1, a tébbiben pedig
0 kavics van. Az altaldnos esetben val 6 akalmazasnd azt érjik el, hogy az n-edik kupac
nagysaga az 6sszes tobbi kupac nagysagahoz képest 1-gyel cstkken (az n-ediké 6-tal, attbbié
7-tel n6). Hasorbavesszik azn=1, 2, ..., 2002 értékeket és minden n-re annyiszor
alkalmazzuk afenti ejarést, ahany kavics eredetileg volt az n-edik kupachban, akkor az 6sszes
eljéras végén mindegyik kupacban ugyanannyi kavics lesz (7-szer annyi, mint ahany kavics
eredetileg 6sszesen volt).
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B. 3566.

C
Haa és b van két nem egyenlé hosszisagu oldal (a > b), akkor
vélasszuk P-t a C cslcs kdzel ében, pontosabban, legyen PC < (a-b)/3. b a
Ilyenkor a PBC haromszdgben PB > a- PC > a - (a-b)/3;
B
A

aPAC h&romszdgben PA< b+ PC < b + (a-b)/3, ezért
PB - PA > (a-b)/3 > PC, azaz PA, PB, PC hosszl szakaszokbdl nem

szerkesztheté haromszog. C=p
_ Cl
B=B'

Nem kérdezte afeladat, de az is igaz, hogy szabdyos haromszégben

barmely belsé P pontra szerkesztheté a haromszg. A hdromszg meg

isjelenik, haaz abrat valamely csics korul 60°-kal elforgatjuk (Az A

dbran B koril forgattunk és PP'C a keresett haromszdg).

B. 3567.

Konvex sokszog egy csticsbdl indul 6 atldja és oldala nem
eshet egy egyenesbe, tehédt nem lehetnek parhuzamosak. Az
Otszdg oldalaval igy nem lehet pdrhuzamos az oldalhoz
tartozd két csticsbol indul 6 négy étl6 egyike sem,
kovetkezésképp az 6tszog 6todik atldjanak kell
parhuzamosnak lenni az oldallal. Az 6tszdg cslicsait és
atl6inak metszéspontjait az abra szerint jel6lve tehat

AB||CE, BC||DA, CD ||EB, DE|| AC, EA||BD.

A CD, EB ésaDE, AC parhuzamos egyenesek dltal kozrezart CDEI paralelogramma két
szemkozti oldala egyenl6:
El =CD

A BC, DA ésaCD, EB parhuzamos egyenesek dltal kozrezart BCDH para elogramma két
szemkdozti oldala egyenlo:
CD =BH

K 6vetkezésképp:
El =BH

A parhuzamos szel 6k tétele alapjan az | cslicstl széget a BC, DA parhuzamos egyenesekkel
metszve % = % adddik, mig az AB, CE parhuzamos egyenesekkel metszve

Cl _El

Al Bl
adodik. Kovetkezésképp

Bl _El

H Bl

BE? - 2BE>E| + EI? = (BE - El)? = BI? = EI>HI = EIXBH - BI) =
=EIXEI - (BE - El) = 2EI? - BEXI.
Az &alakitas-sor két "végeének" osszevetésébil
ElI? + BEEI - BE? =0,
azaz El = CD miatt
CD? + BEXCD - BE? =0,
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2
CDZ +9-1:0’
BE BE
CD _ ++5-1

BE 2
J5-1
2

az oldal és avele parhuzamos &tl6 hosszanak ardnya. (A mésik megoldés negativ, igy
tavol sdgaranyrdl 1évén sz, annak nincs értelme.)

Tehat

M egj egyzés
Affin transzformaci énak nevezziik a sik olyan 6nmagara val 6 kolcsontsen egyértelmi
leképezését, amely egyenestartd, azaz hdrom pont pontosan akkor van egy egyenesen, haa
transzformécional szarmazd képeik is egy egyenesen vannak. Affin transzformécié pld a
korabbi tanulmanyokbdl mér ismert

tengelyes tikrozes,

elforgatas;

eltolas stb.;

kdzéppontos hasonl 6sag;

meréleges tengel yes affinités.
Megmutathatd, hogy egy 6tszdg pontosan akkor teljesiti a feladatban megadott kbvetelménye-
ket, ha megkaphat6 a szabdlyos 6tszogbd| affin transzformacio segitsegével.

B. 3568.

Az a szog pontosan akkor megfelel6, havalamely n egészre az a + 2np sz6g megfelel6. Ezek
utan a[0; 2p] intervallumbeli a sz6gek megkeresésére szoritkozunk. Vezessiink be Gj
egységet: 2p = 1; és szamoljunk tizedestortek helyett "negyedestortekkel”. A cosinusfliggvény
[0; 2p] intervallumbeli viselkedése alapjan ak = 0 -nak megfelel6 feltételbol sziikségképpen
p/2 £ a £ 3p/2, azaz Uj rendszeriinkben az mondhatd, hogy a negyedestort alakjanak kezdete
lehet 0,1 vagy 0,2. A k=1 -nek megfelel6 feltételt is megvizsgdlvaa = 0,11... vagy 0,22...
adodik, azaz a negyedesvesszé utan két 1-es vagy két 2-es jon. Ugyanez igaz a 4-szeresekre,
4*-szeresekre ..., igy aa = 0,111111111... = 2p/3 vagy a = 0,222222... = 4p/3.

B. 3569.
Lasd aHelly tétel leirésat, pld Reiman Istvén Geometria és hatarteriletei, Szalay Kiadd 2000
cimt kényvében.

a) Egydimenziés Helly tétel:
Ha az egyenes véges sok korlatos konvex halmaza (azaz véges intervalluma) kozil barmely
kettonek van kozos pontja, akkor az 6sszesnek is van kdzos pontja.

A kockak vetliletei barmely koordinata-tengel yen korl atos konvex halmazok. Ezeknek
mindharom koordinatatengel yen van, egy-egy k6zos pontja. Ha az elsé koordinatatengel yen
taldhat6 vetiletek (egyik) kozos pontja a, a mésodik koordindtatengel yen taldhato vetileteké
b, a harmadikra es6ké pedig c, akkor atér (a, b, ¢) pontja az 6sszes kocka kdzds pontja.

b) Haromdimenzi6s Helly tétel:
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Ha a tér véges sok korlatos konvex halmaza koziil barmely négynek van kdzos pontja, akkor
az 0sszesnek is van kodzos pontja.

A kockékra vonatkozo feltétel gyengébb, csak azt kdveteli meg, hogy c
barmely harom kockénak legyen k6zos pontja. Vazolunk egy
konstrukciot: A

Az ABCD szabdlyos tetraédert nagyitsuk Ugy kdzéppontjabdl 1-nél nagyobb aranyban, hogy a
keletkez6 A'B'C'D' szabdlyos tetraéder |apsikjai az ABCD tetraéder megfelel6 lapsikjaitol
éppen 1 cm tavolsagra legyenek. A 100 kozil 25 tetragder tartalmazza bel sejében az AB'C'
haromszoget Ugy, hogy a kockédk egy-egy lapjaaz A'B'C' és az ABC sik kdzott azokkal
parhuzamosan helyezkedjék el. Ehhez hasonléan vegylnk fel, 25-25-25 B'C'D'-t, CD'A-t és
B'D'A'-t tartalmazo kockat.

Az igy kapott 100 kocka kdzll barmelyik haromnak van kdzos belsé pontja, tudniillik az A,
B', C', D' pontok egyike biztos k6zos. Belatjuk, hogy az dsszes kockanak azonban nincs kdzos
pontja. Tekintsilk az ABCD tetraéder ABC lapsikja dtal hatarolt D-t tartalmazo félteret,
tovabbaa BCD, CDA, ABD dtal hatérolt, A-t, B-t, C-t tartalmazo féltereket is. Ez anégy féltér
lefedi az egész teret, és mindegyik féltér legaldbb az egyik kockétdl diszjunkt, igy atér
barmely pontjalegaldbb egy kockanak nincs a bel sgjében.

B. 3570.
A feltétel szerint havan olyan b, amelyre f(b) = a, akkor f(a) = 1/a. gy f(999)=1/999 és a
folytonos flggvény 999 és 1000 kdzott minden 1/999 és 999 kozotti érteket felvesz, az 500-at
is, igy f(500) = 1/500.

Meg kell még mutatni, hogy van isilyen figgvény. Egy péda A B C
f(X) = 999, ha x<1/999 vagy x > 999; és f(x) = 1/x egyébkeént.

B. 3571.

Egészitsik ki a poharat egy teljes kuppad Tekintsik akup (ésa
poh&r) egy keresztmetszetét, és vezessilk be az dbra szerinti
jel6léseket! AC és DF apohar tetejének és aljanak &meérdje, tehét
AC =6,5cm, DF =5 cm. Annak afeltétele, hogy a pohér
korbegurithatd legyen az asztalon Ugy, hogy ne érintse annak szél ét
az, hogy akup alkotéja (példaul CG) révidebb legyen a korasztal
sugaranal. Tehat szilkségképpen CG<1,6m/2 = 80 cm. Mivel

EFGD ~ BCGD, E—E
BG BC’

%ns = (EF/BC)BG. Mivel aBCG haromszdg derékszogii, igy
802 + BG. Innen

BE=BG- EG=BG- — BG=8- & %c=8. B 9jce? Bc? =2 11
BC e BCg & BCg 52

Tehét a poh&r magassaga kisebb, mint 5% 11359 cm
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A Komal 2002/7 szama B feladatainak megol dasvazl atai
atehetseggondozo szakkoron elhangzott megoldasok (elsésorban Sala Maté, Gelgji Janos és
S&far Simon elmondésal és Maté dolgozata al apjan)

B. 3572.

x=[x] +{x}. Legyen [X] kettes maradéka d, mig ([X]-d)/2 kettes maradéka e, azaz
X=4x+2e+d+{x},

ahol xo tetszéleges egész, e és d értéke 0 vagy 1, mig {x} 1-nél kisebb nemnegativ szam.

[X] =4 +2e+d, [X2]=2%+¢ [X/4] = xo,
tehat az
X+e+d=0

feltételnek megfelel6 szamokat keressiik. A lehetéségek tablazatban:

Xo|e|ld| xi

0]0/0] [0;2)

-1]1]|0][[-2;-1)

-1/0|1{[-3;-2)

-2|1| 1{[-5;-4)
Tehét -5Ex<-4 vagy -3£x<-1 vagy OEx<1.
B. 3573. Q
Lemma
Barmely trapéz (mindkét) alapjanak felezépontja (az abrén F), az atlok P A T

metszéspontja (R) és a szérak meghosszabbitésainak metszéspontja (Q) NG
egy egyenesen van.

A lemmat itt nem bizonyitjuk, csak felhaszndljuk.
A szerkesztés soran az dbrat rekonstrud juk:

adott A, B, F, P;

AP-n felvesszik Q-t;

QF és BP metszéspontja R;

AR és BQ metszéspontja T;

PT akeresett egyenes.

Allitjuk, hogy PT parhuzamos AB-vel. Ha ugyanis a P-n & AB-vel hiizott parhuzamos és QB
metszéspontja T*, akkor az ABT* P trapézban a szérak metszéspontja Q, igy a BP &tl6 a szérak
meghosszabbitasainak metszéspontjat az aap felezépontjéval 0sszekoté egyenest R-ben
metszi, igy alemmaalapjdn R az AT* &tlon van, azaz T* az AR, BQ egyenesek metszéspont;ja,
tehé T* megegyezik T-vel.

B. 3574.

P akét kor hasonl 6sagi kdzéppontja, igy a PDE, PAB haromszdgek hasonl 6k, DE és AB
parhuzamosak.

Barmely koérben egy harral parhuzamos érinté érintési pontja a hir dtal meghatérozott egyik
koriv felezépontja.

PC felezi a DPE szoget, mert PED koriilirt korén aDC, CE ivek egyenlé hosszuak. igy PC
szogfelez6 az PAB haromszogben is.

A szogfelezo-tétel szerint a PC szogfelez6 az AB oldalt a PA, PB oldalak aranyéban osztjafel.
Ez az ardny megegyezik PD és PE aranyaval, azaz 11/10. Innen AC = 44 (és BC = 40).
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B. 3575.
Legyen n két kulonbdzo jegyen a és b. Rendezziik Ugy n jegyeit, hogy ez akét jegy legyen az
utolso ketté, majd cseréljik isfol ezt akét jegyet:
n; = 100X + 10a + b;
n, = 100X + 10b + a.
dn|n1 ésdy|ny, igy dnfng - N2 = 9%(a - b).

A feladat kétféleképpen is értelmezhet6 ésinnen a kétféle értelmezés szerinti megoldas
kettévalik:

A) Megengedjik, hogy a szamjegyek kdzott szerepeljen a 0, és figyelembe vesszilk azokat az
atrendezéseket, amelyek O-val kezddnek, tehét val 6jdban kevesebb jegybdl allnak.

B) Nem engedj ik meg a 0 szamjegyet.

Az A) értelmezésben d, maximuma81. A dn[9x%(a - b) Gsszefliggéshdl vilagos, hogy ennél
nem lehet nagyobb d, értéke. A d, = 81 érték megval 6sul pld az n = 9999999990 (9db
kilences és 1 db zérus) szam esetén, hiszen ennek kilencedében kilenc darab 1-esvan, azaz a
kilenced is oszthato kilenccel.

A B) értelmezésben nem jon szoba a 81, mert (a - b) értékeilyenkor legfeljebb 8.

dn = 72 sem |ehetséges, mert dq|9%(a - b) most azt eredményezi, hogy n minden jegye kilences
és egyes, de ilyen szdm mindig péaratlan.

d, = 63 megval6sul pld n = 111888 esetén. n = 1776%3 oszthatd 63-mal, és barmely
atrendezése megkaphatd szomszédos jegyek kicseréléseinek sorozataval. Szomszédos jegyek
cserdiénd aszam 10%9x(a - b)-vel valtozik, ahol a ésb értékel az 1, 8 szamok kdzul kertilnek
ki. A vatozas mindig egy 63-mal oszthat6 szam, tehé n minden &trendezése is oszthat 63-
mal.

A B) értelmezésben tehét d, = 63 a maximum.

B. 3576.

Szamoljuk ki annak esélyét, hogy n dobasban nem fordul €lé mind a harom szam.

Csak a0 ésaz 1 felhaszndlasdval 2" sorozat készithets. Ebbél az egyikben minden szam 0, az
egyikben pedig mindegyik 1.

Csak az 1 ésa 2 felhaszndlasdval 2" sorozat készithets. Ebbél az egyikben minden szam 1, az
egyikben pedig mindegyik 2.

Csak a2 és a0 felhaszndlasdval 2" sorozat készithetd. Ebbdl az egyikben minden szam 2, az
egyikben pedig mindegyik O.

Ez dsszesen 32" sorozat, de a"csupa 0", "csupa 1", "csupa 2" sorozatokat kétszer-kétszer
szamoltuk, igy 3»2"-3 az olyan sorozatok szama, amelyekben nem szerepel mind a harom

szamjegy.

Tehét annak esélye, hogy n dobasban mind a harom szam el 6fordul
pn = 1- 3>Q3n - 3 "
p1=p2=0; p3=2/7=0,2857...; ps = 4/9 = 0,4444..; ps= 0,61728395...>0,61.
A pn sorozatrol belathato, hogy szigordan monoton né (han>1), ehhez csak két egymast
koveto tagjét kell folirni, majd kdzds nevezére hozés utén egyszeriisiteni az egyenl 6tlenséget.

Tehét 6t és annal hosszabb sorozatok esetén lesz a vizsgélt val 6szintiség legal dbb 61%.
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B. 3577.
A 3x és 2x szOgek sinusara és cosinusara vonatkozo formulak segitsegével az egyenletet a
4cos’x - COSX = Sinx

alakrahozzuk. A négyzetreemel és utan cos’x-re kapott harmadfok( egyenlet szorzatta
alakitassal oldhaté meg:

(2cos’ - 1)(8cos’x + 1) = 0,
tehét cosx = +1/CR. sinx értéke a négyzetreemel és el 6tti egyenletbdl hatdrozhaté meg. A
megoldasok: x = p/4 + 2kp (k tetszdleges egész).

B. 3578.
| . megoldas (geometria)
A mellékelt abra szerkesztésének |épésa:
1. XY az M-en & AB-vel hiuzott parhuzamos egyenes.
2. UilletveV az A, illetve a B pont meréleges vetilete EX-en,
illetve FY-on.
3. Q az EM és az UV metszéspontja.
4. P az AB-n az a pont, amelyre QP parhuzamos UA-val.

Allitjuk, hogy az igy kapott PQ a keresett szakasz. Azt kell
megmutatnunk, hogy PQ meréleges EM-re és AB-reis. Fel fogjuk
haszndni, hogy az AB, XY, UV szakaszok parhuzamosok és egyenl 6k.

A kocka AEHD oldallapsikja meréleges az AB ére, igy az AEHD sik minden egyenese - AU
is- meréleges AB-re. E tény két kovetkezmeénye:

a) az AU-val parhuzamos PQ is meréleges AB-re.

b) AU meréleges az AB-vel parhuzamos UV egyenesre, tehdt AU az EXYF sik két
metsz6 egyenesére is merdleges (UV, EX), azaz AU meréleges az EXYF sikra, annak minden
egyenesere, EM-reis. Kovetkezésképpen PQ is merdleges EM-re.

Keressilk meg P és Q helyét az AB, EM szakaszokon, azaz szamitsuk ki az AP/PB, EQ/QM
aranyok értékét! Az EAX, EUA, AUX derékszogii haromszogek hasonldak, igy
2 = EAJAX = EU/UA = UA/UX, azaz
EU/UX = (2UA)/(UA/2) = 4.
Az EUQ, EXM haromszdgek hasonl 6sagabdl EQ/QM = 4. Méasrészt AP/PB = UQ/QV =
UQ/(2%M - UQ), igy UQ/IXM = 4/5 miatt AP/PB = 4/6 = 2/3.

II. megoldas (vektorok)
Jeldlje az
AB, AD, AE
vektorokat rendrei, j, k. Az A-bol az AB egyenes valamely P pontjéba mutat6 vektor xi
alakban adhat6 meg egy megfelelé x val s szammal.

EM = EA+ AM =-k+2 (i +])
igy az EM egyenes Q pontjaravalamely y szammal
AQ= AE +EQ= AE+YEQ=(1- Y)k+2 ¥ + )
igy
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— 1. 1 .
QP = AP- AQ=(y- Dk +(x- Ey)'-" SV

Azi, | éskvektorok paronként merélegesek egymasra és egységnyi hosszuak, igy
QP? = (y- 1)? + (x- 0,5y)? + 0,25y* = (x - 0,5y)* + 1,25y* -2y + 1 =
= (x- 0,5y)* + 1,25(y - 0,8)* + 0,2
A QP téavolsag akkor minimalis, haakét négyzetestag 0, azaz y = 0,8 ésx = 0,4.
Geometriailag: AP/AB = 2/5 és EQ/EM = 4/5.

B. 3579. 2

A feladat az f(f(f(x))) = x egyenlet megoldasat koveteli meg, ahol o I
f(x) =+/4x- 3. %

f értelmezés tartomanya a 3/4-nél nem kisebb szamok halmaza. 4 / /

Részletes elemzés alapjan:
hax<1, akkor f(X)<x<1,

w

hax=1, akkor f(x)=x=1; 2 S

ha 1<x<3, akkor 1<x<f(x)<3; 7

hax=3, akkor f(x)=x =3; ! ]

ha 3<x, akkor 3<f(X)<x. 2 .

Ezek szerint az x, f(x), f(f(x), f(f(f(x), f(f(f(f(X) ... sorozat szigortan tes e

monoton, hax<1 vagy ha 1<x<3, illetve ha 3<x, mig konstans az x = 1, x = 3 esetekben. Az
egyenletnek két valos megoldasavan: x=1ésx = 3.

B. 3580.

Az ABC hdromszdgben b = 2a (lasd az abrét). Az AC félegyenes AB-re

vonatkozo tikorképe a CB félegyeneshdl a D pontot metszi ki. A szogek alapjan

az ABC, DAC haromszogek hasonléak, amibél a/lb = b/(a + c), azaz
b?=ax(a+c).

Konnyen beléthatd, hogy ez afeltétel ekvivalens azzal, hogy a haromszégben b

=2a. Halitt a, b, c alehet6 legkisebb Gsszegii egész szamharmas, akkor relativ

primek, igy a és (a + c) is négyzetszam. Az elsé néhany kicsi eset:

ajlc|blatb+c
4 5|6 15
4/12| 8 24
97|12 28

Ezek kozll csak az utolsd tompaszdgi b-ban, tehédt az a megol dés.

B. 3581.
|. megoldas (megfigyel és, sgjtés, polinomosztas)
A legkisebb érték az 501, ezt egyetlen helyen x = (-1)-nél veszi fel aflggveny.

Legyen dtaldban
f.(X) = [(2n+ 1) + 2nx + (2n - 1) + ... + 2™+,
A feladat fsoo minimumarakérdez ra
fo(X) = 1; f20) =2+ (x+ D)% fo(X) = 3+ (x+ )2 + 2);
fa(X) = 4+ (x+ ) x* + 2 + 3),
amibol megsejthetd, hogy fn(X) = |[(n + 1) + gn(X)|, ahol gn(X) szorzat alakban irhatd. Valéban,
gn(X) =N+ 2nx + (2n - 1)XC + (2n - 2)XC +(2n - )X* +... + ST+ 32+ 2™ 4+ 52" =
= [Don + 2xx<n + X2 xn] + [1%n - 1)x% + 23N - 1)x% + %2 x(n - 1)x7] + [1%n - 1)x* +...
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+ [ 1™ + 2028 + 5 X2 + [13ET2 4+ 205 + 3 o™=
= (1+2x+ X)X N+ (N-1)XC+ ... + 3™E + 2™ + M),
gn(X) mindkét tényezsje nemnegativ, sét amasodik mindig pozitiv, az els6 pedig csak x = (-
1)-nél zérus. Ebbdl adddik, hogy fn(X) minimuma (n + 1).

|. megoldas (zart forma, segit a derivalas, szamtani-mértani kbzep)

f(x) =

1 1 1 1 ¢
x1°°°§’i001xlOOO +1000- 555 +999— g +.. 42 +13,
azaz z = 1/x-szel

10012 +10002°® +9992°* +...+ 2z +1| _

1000
| z |

_‘(21001_'_21000+2999+m+22+z+1)¢‘_ g z-1
‘ #1000 ‘ 7

haz! 1, és a hanyados derivaltjanak képzésére vonatkozé szabaly szerint:
‘100221001(2 -1 - (22 - )

2
-1 100122 - 1002z +

‘ #1000 ‘ ‘ (z- 1)2

1000
Z

(50122 - 10022 +501) + (5002% + —— ) - 504

_ ZlOOO _
= 1 ‘_
e 2 2 2 1 0
CZ +2°+Z° + . +Z°+ - f
501> ZANN
é 501 H
501+ 2
(z-D?

ahol az 6tszéz darab z° és az (1/7*°°) szdmtani kozepe nem kisebb ugyanezen 6tszézegy szam
meértani kozepénd, azaz 1-nél. A nagy zargjelben tehat nemnegativ szadm al, ésez pontosan
akkor zérus, ha a kézepek kozott egyenl 8ség van, azaz 7% = 1/7**.

z = -1 =x aminimumhely, a minimum értéke 501,

z =1=x-et kulon kell vizsgdnunk, lathato, hogy az eredeti képletbe irva nagyobb
értéket kapunk.
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A Komal 2002/8 szama B fel adatainak megol dasvazl atai
a 9c osztaly szakkore és a1l-12-es tehetseggondozd szakkdron elhangzott megol dasok
aapjan

B. 3582. irjuk az egyenletet
(5-3%) (yz+1) =3z

alakba. A bal oldalon a masodik zérdjelben pozitiv szam al, mert yz nem negativ. A jobb
oldalon nem negativ szam dl, mert z természetes szam. Ebbol kdvetkezik, hogy 5 — 3x sem
lehet negativ, igy x=0 vagy 1.
Hax=0, akkor 5—3x = 5, tehat az egyenlet:

(3-5y)z=5.
Itt y=0 esetén z nem egész, y>0 esetén pedig a bal oldal negativ (ha z>0) vagy nulla (ha z=0),
ami ellentmondés. Tehét x=0 esetén nincs megol das.
Hax=1, akkor 5—3x = 2, tehat az egyenlet:

(32y) z=2.
Ezek szerint a z természetes szam osztOja 2-nek, azaz z=1 vagy 2. Elébbi esetben 3—-2y =2, s
ekkor y nem egész. Ha z=2, akkor y=1 a megol dés, tehé& x=y=1, z=2 az egyetlen megoldasa a
feladat egyenletének. Ez a szdmharmas val 6ban megol das.

B. 3583. Jeldlje O abeirt kor kbzéppontjét. Az altalanossag megsertése nél kil feltehetj ik,
hogy az ABO h&romszdg hasonl6 a nagy haromszdghtz. Az ABO hdromszog szogei: a/2, b/2,
90°+g/2, haaz ABC haromszdg szbgei a, b ésg. A két haromszog hasonl ésaga azt jelenti,
hogy a/2, b/2, 90°+g2 valamilyen sorrendben megegyezik a-val, b-va ésgval. Mivel a
pozitiv, a/2 nem egyezhet meg a-val, s ugyanezért b/2 sem egyezhet meg b-val. Az sem
lehet, hogy b/2=a ésa/2=b. Tehdat akét sz6g kozll az egyik g-va egyezik. A szimmetria
miatt feltehetjik, hogy a/2=g. Ekkor b/2 csak a-val lehet egyenl6 (és 90°+g/2 csakis b-val).
Tehédt

4g=2a=b és2g=a
Masrészt a+b+g=180°, vagyis 2g+4g+g=180°, ahonnan

g=180°/7, a=360°/7, b=720°/7.

Konnyen ellenérizhets, hogy ekkor ABO hdromszdg szogei is ugyanezek: csak azt kell
ellendrizni, hogy 90°+g/2=b.
A hdromszig szogel tehét valamilyen sorrendben 180°/7, 360°/7, 720°/7.

B. 3584.

|. megoldas: k-jegyti szambdl atizes szémrendszerben 90 db van, ezek dsszesen kX940
db jegybdl alnak.

Most szamoljuk dssze a (k+1)-jegyii szamokban taldhat6 0-k szamat. A 0 az utolso (1-es)
helyiértéken annyi szamban allhat, ahanyféleképpen az els6 k jegy megva aszthatd, azaz
ahany k-jegyti szam van: 90, Ugyanennyiszer fordul el8 0 ajobbrél masodik (10-es),
harmadik (100-as) ..., balrél méasodik (10%-es) helyiértéken. A szam (balrdl) elss jegye nem
lehet 0. A (k+1)-jegyti szamokban igy dsszesen k00! db 0 van.

Tehdt ugyanannyi szamjegy van 0sszesen a k-jegyii szamokban, ahany 0 van 6sszesen a
(k+1)-jegyt szamokban. Ennek az adllitdsnak ak=1, k=2, ..., k=n-1 -re vonatkoz¢ eseteibdl
mé& majdnem kovetkezik az dlités. Csak azt kell még észrevenniink, hogy ha 1-t6l kezdiink
szamolni, akkor az 1-jegyii szamokban nincs 0; és azt, hogy 10™* ugyanannyi jegybél &ll,
ahany 0 10"-ben talalhato.
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I1. megoldas: Tekintsiink 1-t8l 10™-ig terjedd szamok egyikében egy nulla szamjegyet.
Hagyjuk el ezt anulld a szambadl, és a nagyobb helyiértéki jegyeket csisztassuk arrébb, hogy
megsziintessiik a hidnyt. igy valamely 1-t8| 10™*-ig terjeds szémot kapunk, a kordbbi nulla
helyére most annak egy jegye csuszott (anullanem alegelsé szamjegy volt, igy biztosan
kerllt ahelyérejegy). Pld: 3410345302 - 341345302.

Vélasszuk most ki barmelyik 1 és 10™* kézotti szamot és annak jel6ljiik ki egy tetszoleges
jegyét. Egy és csak egy olyan 1-t8l 10™-ig terjedd szam van és abban csak egy olyan helyzetii
nulla, amelyhez az el6z6 paragrafusban leirt megfeleltetés a most vélasztott szam, kijel It
jegyét rendeli. Vadban, ezt a szamot Ugy kapjuk, hogy véasztott szamunkban akijel6lt
jegyet és az attdl balra dlo tobbit eggyel balra cstsztatjuk, és az tres helyre egy nullét irunk.
A kolcstndsen egyértelmii megfeleltetés igazolja, hogy A = B.

B. 3585. Rendezzik at az egyenl 6tlenséget
2ax > 1 + X2 — (1+xH Y2
alakba. Ennek az egyenl 6tlenségnek minden poztiv x-re kell teljesiiinie, tehét leoszthatunk x-
szdl:
2a> 1/x + x— (¢ +x3) Y2,
Vezessilk be az=x + 1/x valtozot, ekkor ajobb oldalon végrehajtva a
z—(Z-2)"=2z+ (Z-2)"?
atalakitést azt kapjuk, hogy z minden széba jévo értékére teljesliinie kell az
a>(z+((Z-2"y*
feltételnek. Pozitiv x-ekre 22 2 és x=1-re egyenl6ség van. Tehat a bal oldal maximuma (2 +
), ami = 1-1/€2. Ennél nagyobb a-kra az egyenl 6tlenség mindig teljesiil, mert azonos
atal akitasokat végeztiink. Ha viszont a£(2 + CR)™, akkor x=1-re az egyenl6tlenség biztosan
nem teljesill. A feladat feltételét tehdt az 1-1/C2-nél nagyobb a val s szamok teljesitik.

B. 3586. Az egyenlet minden x megoldasanak teljesitenie kell az x>-1 ésaz ax >0

egyenl 6tlenségeket. E feltételek mellett az egyenlet azonosaz X + (2—a)x + 1= 0
egyenlettel. Ennek az egyenletnek a = 0 és a = 4 esetén nulla adiszkriminansa. Az el6bbi
esetben ax > 0 nem teljesll, utébbi esetben az egyenlet egyetlen megoldasax =1, sez az
eredeti egyenletnek is megoldasa. A 0 és 4 kozotti a-kra az egyenletnek nincs megoldasa.
Minden més esetben az egyenletnek két kilonb6z6 gyoke van és azok egyezé elojeliiek (mert
szorzatuk 1). A gyokok Osszege a— 2. Haa>4, akkor ez az 0sszeg pozitiv, tehat mindkét gyok
pozitiv. De ekkor mindkét megoldéas teljesiti az ax > 0 és az x > —1 feltételt is, tehat

megol désa az eredeti egyenletnek is.

Marad tehat az a < 0 eset. Ekkor a gyokok dsszege negativ, tehdt mindkét gyok negativ, igy
az ax > 0 feltétel mindkettore teljesil. A két gyok szorzata 1, vagyis akét gyok egymas
reciproka, az x > —1 feltételt ezért pontosan az egyikik teljesiti: az, amelyik 0 és—1 kozott
van.

A feladat feltételének tehat a negativ a értékek és a=4 felel meg.
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B. 3587. Kossilk 6ssze a csonkagila minden csticsét a beirt gomb O kdzéppontjaval. igy a
csonkagulat feldarabolhatjuk olyan guldkra, amelyeknek alaplapja a csonkagula egy-egy
oldallapja, agllacsiicsa pedig O. Az ilyen gulék magassaga éppen a beirt gomb r sugara,
térfogata tehat az alaplap tertletének r/3-szorosa. Ha 6sszeadjuk térfogatukat, akkor éppen a
csonkagulatérfogatét kapjuk. Masrészt az Gsszeg éppen a csonkagula felszinének r/3-szorosa
lesz. A keresett arany tehd minden esetben r/3.

M egjegyzés: A csonkagulérdl csak azt hasznaltuk, hogy konvex és hogy van beirt gémbje.
Tehat minden olyan konvex poliéderre, amelybe gdmb irhato, érvényes, hogy atérfogat és a
felszin ardnyar/3.

B. 3588
|. megoldas. Jeldlje F az AB szakasz felez6pontjat. Az ABM hdromszdgben M-nél derékszog
van, ezért a Thalész tétele szerint FM = AF. Méasrészt F harfelez6pont, ezért OFA
haromsztigben F-nél derékszog van. igy Piithagorasz tétele szerint OF? = OA? — AF? = % —
FM? (r akor sugara). Tehét F-re teljesiil, hogy OF? + FM? konstans (éppen a kor sugaranak
négyzete). Méasrészt konnyen | &that6, hogy ha F-re teljesiil, hogy OF% + FM? = r?, akkor
behlizva azt az AB hurt, amelynek F afelezépontja, érvényeslesz az FM=AF egyenl 6ség,
amibél a Thél ész tétel megforditésa aapjan kovetkezik, hogy ABM haromszdgben M-nél
derékszog van. Vagyis pontosan azok az F pontok alkotjak a mértani helyet, amelyekre
teljesiil, hogy OF? + FM? = r2,
Most megmutatjuk, hogy azoknak az F pontoknak a mértani helye, amelyekre OF? + FM?
konstans, egy olyan kér, amelynek kézéppontja OM felezépontja. Jeldlje ugyanis OM
felezépontjat S. Legyen F meréleges vetilete az OM egyenesen F’, végll jeldlje SF' =X,
FF’ =y, atévolsagokat valamilyen iranyban el 6jelesen szdmolva. (Vagyis felvettiink egy
koordindtarendszert, amelynek origdja S, x-tengelye az OM egyenes, s ebben a
koordinatarendszerben az F pont koordinata x ésy.) Ekkor

rP=0OF?+FM?=OF?+FF 2+ FF 2+ F'M?= (0S+ S')?+ 2FF'% + (SM — §')?

=205 + 2¢ + 2y~

Vagyisx® +y* = r’/2 — OF. Ez pedig egy orig6 kozepii kér egyenlete. A kdr minden pontja
nyilvan teljesiti az eredeti egyenletet is.
A keresett mértani hely tehét egy olyan kor, amelynek a kdzéppontja az OM szakasz
felezépontja, &mérsje pedig (2r2 — OM?)Y2,

I. megoldas. Alkossék az M pontban metsz6 meréleges
harok végpontjai az ABCD hurnégyszoget, melyben az
oldalak és az atlok fel 826p0ntjal Fas, Fec, Fep, Fpa, Fac,
Fgp ésjeldlje akor kdzéppontjat O.

Az OFgpMFca négyszog téglalap, hiszen OFgp és OFca
egy-egy hur felezémerélegese. A téglalap P kdzéppontja
az OM szakasz felezépontja, tehat fliggetlen a meréleges
hirok vélasztasatol.

Az ABDC hurkolt négyszog oldalfelezépontjai parale-
logrammat alkotnak, ennek egyik étléja FgpFca, igy
kdzéppontja P, ami az FagFcp szakasznak is felezdpontja
lesz.

Allitjuk, hogy a PFag szakasz hossza csak az OM
tavolsagtdl fugg. Vaoban, mivel FgcFag az ABC
haromszog kdzépvonala, FcpFsc pedig a CDB haromszogé, igy

O
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2F)I:AB = I:CD I:AB = \/FCD FBC2 + I:BC FA82 = \/FBD BZ + I:CAA2 =

= J|0B? - OF,,?)+(0A? - OF,?) = /2r2 - (OF,,2 +OF,, ) =

=+2r?- OM?.
Mindezekbdl kbvetkezik, hogy az AB szakasz felezopontja egy olyan kdron helyezkedhet e,
amelynek kdzéppontja P, sugara pedig afenti képlet végén taldhato érték.

Meg kell még mutatnunk, hogy ennek e kdrnek barmely pontja el 6adodik valamely a
feltételeknek megfelel6 AB szakasz felezépontjakent. Legyen tehat most Fag tetszéleges olyan
pont, amelynek P-t6l val 6 tavolsaga megfelel afenti képletnek. El6szor azt mutatjuk meg,
hogy Fas akor belsé pontja. Vaoban, a szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenl 6tlenség
alapjan

2 _ 2 2 2 _ 2
OFABEOP+PFAB=OM+\/2; OM 5\/0'\" +(2; oM7) _,

st az egyenl 6ség sem teljesiilhet, mert M belss pontja a kérnek, azaz OM? < 2r? - OM2,

Legyen AB az OF pg-re Fag-ben dlitott meréleges dtal akorbél kimetszett hir. Fag
szilkségképpen az AB felezépontja, csak azt kell megmutatnunk, hogy AMBD = 90°, azaz
(Thalesz tételének megforditasa aapjan) FagM = FagA. Az FasOFcpM paralelogrammaéban
2Fpg0? + 2FagM? = 4F pgP? + OM?, azaz FagM? = 1% - FagO?, az OF agA derékszogii harom-
szégben pedig FasA% = OA? - FagO? = r? - Fas0?, ami igazolja dlitasunkat.

I11. megoldas: Jeldlje akdr kdzéppontjabdl az A, B, M pontokba mutatd vektorokat rendre a,
b, m. A hurok merélegességének feltétele a skaléris szorzat segitsegével az (m- a)(m-b) =0
egyenlettel fogalmazhatd meg. Vegyik észre, hogy

(m- a)(m- b) =m? - (a+b)m+ab:%(m- a- b)? +%(m2- a’ - b?),

ahol a és b hossza a kor sugaréval egyenld. Ennek alapjan a merélegesség feltétele az

g a+bgy _2r’- OM?

2 2 5 4
alakban irhatd, ahol ajobb oldal méar konstans. Az egyenlet azt fegjezi ki, hogy az AB szakasz
felezépontjaaz OM szakasz felezépontjatdl rogzitett tavol sdgra van. Tobbet itt nem
bizonyitunk.
M egj egyzések
1. Egy ide kivankozo feladat: egy hurnégyszog oldalfelezépontjai is hirnégyszoget alkotnak.
Milyen algebrai 6sszefliggés dl fenn akét kor sugara és kdzéppontjaik téavol saga k6zott?
2. Lényeges-e, hogy az M pont belsd pontjaa kornek?

B. 3589

|. megoldas (Harmas maradék)

2 pozitiv paratlan kitevés hatvanyainak harmas maradéka 2. Végtelen sok olyan pératlan
pozitiv egész szam van, amelynek harmas maradéka 1. Ilyen n szamokratehét 2" + n oszthat6
harommal. Ezek kozott csak az egyik 6sszeg értéke magaa 3 (amikor n = 1), az 6sszes tobbi
esetben Gsszetett szam az eredmeény.
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I1. megoldas (Otos maradék)
Az aldbbi tablazat 2" ésn + 2" végzédését mutatja n fliggvényében.

n 1 |3 |5 |7 |9 |11 |13 |15 |17 |19 |21 |23 |25 |27 |29 |31 |33

2" |2 |8 |2 |8 |2 |8 |2 |8 |2 |8 |2 |8 |2 |8 |2 |8 |2

n+2"3 |1 |7 |5 |1 |9 |5 |3 |9 (7 |3 |1 |7 |5 |1 |9 |5

Léthatd, hogy n= 7 + 20k ésn = 13 + 20k esetén (k természetes szam) n + 2" oszthatd 5-tel
(és nagyobb 5-ndl).

B. 3590.
Az eredményt el6sz0r is kiszamoltam a Mathematica program segitségével. Itt a program:

a=NSolve[x"3-10x + 11 ==0, X]
{{x->-3.61186}, {x -> 1.34132}, {x -> 2.27053} }

x1= x/. Firg[a[[1]]]; x2 =x /. Firgt[a[[2]]]; x3 = x /. First[a[[3]]];
s= (N[ArcTan[x1] + ArcTan[x2] + ArcTan[x3]])/Pi
0.25

A végeredmeény tehdt p/4. Ezt be is bizonyitjuk. Legyen Arctgu = a, Arctgv =b, Arctgw =
g azaztga = u, tgb = v, tgg=w.

Otletgyiijtés kedvéért tegyilk fel, hogy igaz az dlités, azaz a + b + g= p/4. Ekkor
_ o _ tg45°-tg@a+b) _1-tg(@a+b) _
*) tgg =tg|45°- (@ +b)|= = =

) tog g[ ( )] 1+tg45°%g(@ +b) 1+tg(@ +b)

1. tga +tgb

1- tgatgb _ 1- tgatgb - tga - tgb
14 t02 +1go " 1- tgatgb +tga +tgh

1- tgatgb
A (») &aakités-sor elso és utolso tagjat egyenlve téve, majd dtszorozva és rendezve azt
kapjuk, hogy

(**) (tga +tgb +tgg) + (tgatgb +tggga +tgbtgg) - (tgatgbtgg) =1,

ami valéban teljesil, hiszen a Vieta-formulak szerint a zargjel es tagok értéke rendre
0,-10és-11.

A bizonyitas céljabol induljunk ki a () dsszefliggésbél! Ha kifgjezzik beléle tggt, akkor (*)
utolso formul§dhoz jutunk. Ez () szerint (a soron visszafelé haladva) tg[45°-(a+b)]-val
egyenld. Kapjuk tehdt, hogy tgg = tg[45°-(a+b)], azaz a + b + g= (p/4) + kp.

Az adott harmadfok( polinom egytitthat6ibdl a Vietaformuldk alapjan az is kiderdl, hogy a
gyokok kozil ketto pozitiv egy pedig negativ, igy a, b és gkozil ketté a (0; p/2), egy pedig a
(-p/2, 0) intervallumban van, azaz fent csak k = 0 lehetséges. A kérdéses Gsszeg értéke tehat
p/4.
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|. Altalanositas
Vegylk észre, hogy

tg@a +b +9):tg[g+(a+b)]: tgg +tg(@ +b) _

1- tgg ®g(@ +b) -

N tga +tgb
1- tgatgb _ tga +tgb +tgg - tgatgbtgg
1- tgg Llga +tgb  1- tgatgb - tgbtgg - tggga
1- tgatgb
igy hatga, tgb éstggaz x° + ap + apx + ag polinom gyokei, azaz
tga +tgb + tgg=-a;, tgatgb + tgbtgg+ tggtga =a,, tgatgbtgg=-as,

akkor

tg(a +b +g) :m.

1- a,
Teljesindukciéva kénnyen igazolhat6, hogy ha
tgay, tgay, ..., tgan

az

X"+ axX™ + apxX + .+ ay
polinom gyokel, akkor
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+
s
—~ ceNor

} 1)i3-2i-1

Qov 7

- tag-agta, - .

tg(a,+a, +..+a )=
v " 1-a,+a,-a +..

o |—
S|
3|~
&

DD
Oro ‘
—~~ ceNnC

1
e
o

ﬁ
o

M egj egyzés
Abel az 1820-as években olyan fliggvények integrdjait vizsgalta, amely fliggvények
algebraiak, de primitiv fliggvényuk nincs az ismert fliggvények kozott. Az egyik f6 problémat
pld a

dx

v P(X)

integrandusok jelentették, ahol p(x) tetszéleges polinom. Ha p(x) masodfoku, akkor
meghatarozhato a primitivfiggvény (pld arcsinx). Ha p(x) harmad vagy negyedfoku, akkor
elliptikus integrélrdl van sz6, nem volt ismert a primitivfliiggvény. Ezeket Fagnano, Euler,
Lagrange, Legendre alaposan vizsgalta, és éppen Abd és Jacobi mutatta meg, hogy az
integrdflggvények inverzfliggvénye kiterjesztheté a komplex szdmsikra, ésilyenkor kettés
periddust fuggveényeket kapunk, amelyek egy-egy hal6 pontjaiban szingulérisak. Ezek az
elliptikus flggvények. Abel az 6tddfoku p(x) flggvényekreis vizsgata a kérdést, azt hiszem
igy jutott el az 6todfoku egyenlet gyokeinek gyokokkel val6 meghatarozasanak kérdéséhez.
Abel egyik eredménye rendkivil dtalanos és olyasmit mond ki, hogy az algebrai fliggvények
integrandusainak mindig van addicios tétele (mint pld az arcsinx-nek).

Abel tétele

Legyen P(x, y) tetszéleges kétvatozds polinom (azaz y az x algebrai flggvénye), C(x, v, t)
pedig tetszéleges tébbval tozos polinom (lehetséges, hogy t magais tobb valtozo, azaz t=(ty, to,
..., tm)), @amelyben t-t paraméternek képzeljik: C(x, y, t) = Ci(X, y). ROgzitlink egy tetszéleges
R(x, y) raciondlis tortfliggvényt, és P gorbéjén egy tetszdleges qo(Xo, Yo) kezdépontot. Jeldlje
P és C; metszéspontjainak halmazét Q;. Ebben az esetben
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f1) =& R Y)dx=St)+Q AInS ),

dQ %
ahol Sés S at valtozo(k) raciondlis figgvényei.

Abel tétele tehat azt mondjaki, hogy algebrai fliggvény integralja, ha meghatérozhatatlan is,
de egy algebrai gorbével vald metszéspontokig vett integrél ok dsszege kényel mesebben
megadhatd. A "kényelmes alak™ olyan f(t) fliggvényt jelent, amelynek t szerinti derivatja
raciondlis tortfliggvény.

B.3591. (Salat Maté megoldasa) Jeldlje P' a P pont AC-n levé BD-vel parhuzamos vetil etét!
Szarmaztassuk az E', F', G', H' pontokat a P' pontbdl pontosan Ugy, ahogy az E, F, G, H
pontokat szarmaztattuk a P pontbol!

Jeldlje E* ésH* aPE illetve aPH egyenesnek az E'H' egyenessel vett metszéspontjéat!

Jeldlje F* és G* a PF illetve a PG egyenesnek az F'G' egyenessel vett metszéspontjét! Az
altaldnossag megszoritasa nélkul foltehetjik, hogy a P pont az ADC haromszogbe esik.
Jeldlje X ésY aPE ésaP'H' egyenesek illetve aPF ésaP'G' egyenesek metszéspont;at!

Az AE'P'H' és az ABCD négyszog kdzéppontosan hasonld az A pontra nézve, igy E'H'
parhuzamos BD-vel, és mivel PP' is parhuzamos BD-vel, igy E'H' és PP' egyméssa is
parhuzamosak.

A CF'P'G és a CBAD négysz6g kozéppontosan hasonlé a C pontra nézve, igy F'G'
parhuzamos BD-vel, és mivel PP' is parhuzamos BD-vdl, igy F'G' és PP' egymassa is
parhuzamosak.

A PP'H'H* ésaPP'E'E* paraelogrammék BD-vel parhuzamos alapjai és az ezekhez tartoz6
magassaguk egyenlo, igy
teprns “lopee P lopuw Elppee P Tagpy Elpgpy
Hasonl6an adodik, hogy
terpe £ toppas

igy

@ \/tAEPH + \/tCFPG £ \/tAE‘P‘H' + \/tCF'P'G"

Mivel az AE'P'H' és az ABCD négyszog kdzéppontosan hasonlé az A pontra nézve, igy

tAE'P‘H' — AP’
tABCD AC .
Mivel aCF'P'G' és a CBAD négyszog kdzéppontosan hasonlé a C pontra nézve, igy
tCF'P'G' - CPI .
tABCD CA

A két egyenlet Gsszegében ajobb oldalon 1 dll, igy atszorzas utén azt kapjuk, hogy

(2) \/tAE'P'H' + \/tCF‘P'G' = \/tABCD .
(1) és (2) Osszevetésébsl adddik a bizonyitandd alitas. A gondolatmenetbél az is kiderdlt,
hogy akkor van egyenl6ség, amikor P az AC étl6ra esik.
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