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1. Algebra

1. feladat (Moricz Réka)
Szaz szam Osszege 0. Bizonyitsuk be, hogy a koziilik kivalaszthatd szamparok kozott
legalabb 99 olyan van, amelyben a két tag dsszege nem negativ.

1. megoldas (Velich Néra, Viarkonyi Zsombor). Rendezziik a szamokat névekvé sorrendbe:
a; < ag < -0 < aggo-

Vizsgaljuk el6szor meg, hogy aj0o hdny nemnegativ 6sszegili parnak eleme. Ha |a1| < aqqp, akkor
mind a 99 par, amelyben a9 szerepel, nemnegativ 0sszegii, ezaltal készen vagyunk.

Ha |ai| > ajg0, akkor azt allitjuk, hogy aigo legaldbb 50 és agg legaldbb tovabbi 49 nemnegativ
Osszegll parnak eleme. Ehhez mindéssze annyit kell beldtni, hogy |aso| < age. Ha ez nem
teljestilne, azaz |aso| > agy lenne igaz, akkor ellentmondasra jutnénk az aldbbi médon

100 50 99
O:Zai:al%—aloo—l—Zai—l— Zai <0+4+49- (a50+a99> <0
=0 i=2 i=51

Tehét az aso, asy, . . . ags szamok mindegyike j6 péart alkot agg-cel és ajgp-zal (ez 2 - 49 = 98
par), valamint megfelelé par még az (agg, a100) is. Ezzel ebben az esetben is megadtunk 99
nemnegativ 0sszegli part O]

2. megoldds (Fiiredi Erik; lejegyezte: Viarkonyi Zsombor). Minden teljes parositasban szerepel-
nie kell legaldbb egy nemnegativ 0sszegli parnak, hiszen ha mind az 50 péar 6sszege negativ
lenne, akkor a 100 szam Osszege is negativ lenne. A 100 csticsu teljes graf kozismert modon
felbonthaté 99 diszjunkt teljes parositasra (1-faktorra). Helyezziik el a szdmokat egy szabélyos
99-sz6g cstcsaiba és sulypontjaba. Az egyes teljes parositasokat ugy kapjuk, hogy a kozépen 1é-
v6 szamnak talalunk egy part, ket 6sszekotjik egy éllel és minden erre meroleges élt behtizunk.
Vildgos, hogy ez 99 diszjunkt teljes parositas lesz, hiszen minden élrdl egyértelmiien eldontheto,
hogy melyik 1-faktorhoz tartozik. Ezzel megadtunk 99 nemnegativ 0sszegli part. [

1.1. Egyenl6tlenségek

2. feladat (Ban-Szabé Aron)
Az a, b, c pozitiv valés szamokra teljesiil, hogy a + b + ¢ = abe. Igazold, hogy
1 1 1 3
+ + £
Vi4+a2 V1402 1+ 2

Szabo Kornél megolddsa. Alkalmazzuk az a = tg(x),b = tg(y),c = tg(z) helyettesitéseket.
Mivel 0 < a, b, c, feltehetjik, hogy x,y, 2 € (0,%).
Még vegyiik észre, hogy a sin?(x) + cos?(z) = 1-et cos?-tel leosztva azt kapjuk, hogy

1

te?(z) + 1= o2 (@)’




Fazekas Matektabor 2020. IX. 21-25.

és igy . . .
———— = cos(z) =cos(y) és = cos(2).
VI+a2 VI+ D2 VIte

Azaz a bizonyitandé allitas ekvivalens a kévetkezé allitdssal:

3
Ha tg(x) + tg(y) + tg(z) = tg(z)tg(y)tg(z) teljesiil, akkor cosz + cosy + cosz < . is
teljesiil —itt z,y, 2 € (0, g)

Ha belatnank, hogy = +y + z = 7, akkor készen is lennénk, hiszen a cos fliggvény konkav a

{0, g} intervallumon, igy a Jensen-egyenl6tlenség miatt

coS T + Ccos Y + cos z <x+y+z> (71’) 1
3 < cos| ——— | = cos :

ami ekvivalens azzal, hogy cosx 4 cosy + cos z <

Most pedig belatjuk, hogy a tg(x)+tg(y)+tg(z) = tg(z)tg(y)tg(z) egyenléség a 0 < z,y, z <
7 feltétel mellett éppen ekvivalens azzal, hogy z +y+2z = 7 (azaz z,y, z egy haromszog szogei).
Fixaljuk z-et és y-t és mozgassuk z-t. Ekkor a

f(z) = tg(z) + te(y) + tg(2) — te(x)te(y)te(2)

figgvény tg(z) szerint linedrisan véltozik, és (mivel 0 < x,y < 7), nem a konstans nulla
fiiggvény, azaz egy helyen lesz nulla. Most belatom, hogy ez a hely a z =1 —z — y.

Mivel sin(m — ) = sin(x) és cos(m — x) = — cos(z), tg(r — x) = —tg(x).

Ezek szerint azt kell igazolnom, hogy

tg(x) + tg(y) — tg(z +y) = tg()tg(y)tg(z + y)
A tangens fuggvény addicios képletébdl ez ekvivalens a kovetkezével:

te(r) + tg(y) te(z) + tg(y)

(@) +t80) — Tty T e )
. 1 _ —tg(e)tg(y)
1 tg(z)tg(y) 1 — tg(z)tg(y)
L—tg(a)tg(y) =1 —tg(x)te(y)
1 — tg(z)ts(y) 1~ tg()te(y)

Ez pedig igaz, tehat z,y, z valoban egy haromszog harom szoge,

igy igaz rajuk, hogy cosz + cosy + cos z < 3 ]
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3. feladat (Réti Zoltéan)
A pozitiv a, b, c valés szdmokra teljesiil, hogy a? +b* + c? + abc = 4. Bizonyitsuk be, hogy
a+b+c<3.

Szabo Kornél megolddsa. A feladatot a Lagrange-multiplikatorok médszerével fogom megolda-
ni. A moédszer a kovetkezo:

7

A Lagrange-multiplikatorok moédszere

Legyen egy f(x1, ..., z,) fiiggvény, aminek széls6értékét keressiik tigy, hogy van k feltéte-
link a kovetkezo alakban.

91(371,...,23'”) = 0

gi(@1, .- %) = 0

Ekkor keresiink tigynevezett Lagrange-multiplikatorokat gy, hogy teljesiiljenek a kovet-
kez6 egyenléségek (jelolésmagyarazat az egyenléségek alatt):

0 0 0
871‘1 (xl,...,xn) = /\1871‘191(1‘1,...,%”)+...—|—)\kaixlgk(.$1,...,l’n)
0 0 0
87:02 (X1, ., Tp) = Ala—@gl(:cl,...,xn)—|—...—l—)\ka—x2gk(x1,...,a:n)
O f ) = A ) Mg )
axn xl,...,xn = 183;”91 331,...,.1'” kﬁxngk $1,...,$n

0
Itt Er f(z1,...,x,) azt jelenti, hogy f-et tgy derivaljuk, mintha egy egyvaltozos fiigg-
T1

vény lenne, ahol x; valtozd, minden mas pedig paraméter. FEzt nevezziik x; szerinti
parcialis derivaltnak.

A; a Lagrange-multiplikator. Ez valami szam. Ekkor xq,...,z,,A\1,..., \s azn+ k
ismeretleniink, és van n + k egyenletiink, hiszen van k darab feltételink (g¢i,...,gx), és
az n darab egyenletiink a parcidlis derivaltakbol. Ekkor az egyenletrendszer megoldasa
egyértelmi.

A tételiink az, hogy csak ott lehet széls6értéke f-nek, ahol vagy x; egy intervallum vég-
pontjéban van (mondjuk tudjuk, hogy x5 € [0, 1], és x5 = 0), vagy pedig ott, ahol minden
x; az, amit ez az egyenletrendszer megoldasnak ad.

Ezzel a tudassal tamadjuk meg a feladatot:
o az [ figgvénylink, amit maximalizdlni akarunk, az a f(a,b,c¢) =a+b+¢;

o a feltételiink az, hogy g(a,b,c) = a®> +b* + ¢* + abc — 4 = 0.
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[rjuk ekkor fel a parcidlis derivaltakat:

aaf(a,b, c)=1 = )\Eg(a,b, c) = AM(2a + be)
a

Jda
gf( bye)=1 = )\g( b,c) = A(2b + ac)
ol @b =1 = Agg(abc)= ac
0 0
%f(a,b, c)=1 = )\&g(a,b, c) = A(2¢ + ab)

Ez azt mondja nekiink, hogy:
2a 4 bc = 2b + ac = 2¢ + ab.

Ekkor 2a + be — 2b — ac = 0, azaz (a — b)(2 — ¢) = 0. Ez azt jelenti, hogy vagy a = b, vagy
c=2. Hac=2, akkor ¢? =4, azaz a = b = 0. Ekkor a + b+ c = 2 < 3, ebben az esetben
készen vagyunk. Tehat az az eset maradt, hogy a = b.

Hasonlban, a 2b 4+ ac = 2c¢ + ab egyenlet atrendezve (b — ¢)(2 — a) = 0, ahol a = 2 megint
azt jelentené, hogy a + b+ ¢ = 2. Tehat azt is feltehetjiik, hogy b = ¢, azaz mindharom valtozo
egyenlo kell legyen.

Ekkor a feltétel szerint: 3a® + a® < 4, amelybdl kovetkezik, hogy a < 1 (hiszen kiilonben,
ha a > 1, akkor a® > a® > a, azaz 3a®> + a® > 4a > 4).

Végiil még az intervallum széleit kell megnézni, ami pedig az az eset, hogy ha valamelyik
szam a 0-hoz tart.

Ha a — 0, akkor a® +abc +b> +c2 = b> +c2 ésa+b+c— b+ c. Tehat itt az az allitas,
hogy ha %+ ¢* = 4, akkor b+ ¢ < 3, ami igaz, hiszen 8 = 20> +2¢* > (b+ ¢)? a Rendezési-tétel
miatt, vagyis 3 > /8 > b+ c. ]

Bidn-Szabé Aron megolddsa. A bizonyitandé allitasnal egy csoppet altaldnosabb egyenlétlensé-
get fogunk belatni:

V1—abc-(3—a—b—c)>|(a—1)(b—1)(c—1)]
Ehhez egy igen szép lemma belatasaval fogunk kezdeni:
1.1. lemma. ab+c < 2.

A lemma bizonyitdisa. Indirekt médon tegytik fel, hogy ab + ¢ > 2. Ekkor
4 =a®+ b+ +abc = a® + b + c(c+ ab) > a® + b* + 2¢ > 2ab + 2¢c = 2(ab + ¢) > 4,
ami ellentmondas. O

Most térjunk ra a feladatra. Az a — 1,0 — 1,¢ — 1 szamok kozott skatulyelv szerint lesz
két olyan, melyek tigymond azonos eldjeliiek, azaz mindketten nem negativak, vagy mindketten
negativak. Legyenek ezek a — 1 és b — 1. Ekkor (a — 1)(b—1) > 0. Ekkor

2 > ab+ec
3—c > ab+1
3—c—a—b > ab+1—a—0>
3—a—b—c > (a—1)(b—-1)>0

>
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Nletve
2 > ab+c
2c > abe+ 2
—abc > & —2¢
l—abe > 2 —2c+1
1—abc > (c—1)*
V1—abe > |c—1]

A két utolso egyenlétlenséget Osszeszorozva megkapjuk a belatand6 egyenl6tlenséget (ezt meg-
tehetjiik, hiszen mindkét egyenl6tlenség nemnegativ szamokkal foglalkozik). O]

1.2. Fiiggvények

4. feladat (Hervay Bence)
Legyen f : R? — R olyan fiiggvény, hogy

Ve,y,z € R: f(z,y) + f(y,2) + f(z,2) = 0.

Bizonyitsuk be, hogy f(x,y) = g(x) — ¢g(y) valamilyen g : R — R fiiggvényre.

\. J

Reimann Kristof megolddsa. Helyettesitstink be el6szor © = y = 2-t a fliggvényegyenletbe:

flz,z)+ f(z,2) + f(z,2) = 3f(x,z) = 0.

Ebbdl f(z,x) = 0 Vo € R kovetkezik. Most helyettesitsik be az (z,y,x) szdmharmast a
fiiggvényegyenletbe:

f(@y) + f(z,x) + fly,2) =0, igy az elézbek alapjin  f(z,y) = —f(y, z).

Tehat f(x,y) = —f(y,x) is fennall minden (x,y) szdmpérra. Most pedig

helyettesitsiink be (x,0,y)-t: f(z,y) + f(z,0)+ f(0,y) = 0.
A maésodik tulajdonsag miatt: —fly, )+ f(z,0)+ f(0,y) = 0.
Mindkét oldalhoz f(y,x)-et adva: f(x,0)+ f(0,y) = fly,x)
Mindkét oldalt (—1)-gyel megszorozva: f(y,0) — f(z,0) = f(z,y)
Tehét a keresett figgvény a g(z) = —f(z,0). ]
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5. feladat (Kun Agoston)
Melyek azok az RT — R* fuggvények, amelyekre teljestl, hogy:

flx+y)+ f(z) fly) = fla-y)+ f(z) + f(y)

Hugjter Balint megolddsa. A figgvényegyenletnek két trivialis megoldasa is van:
f(z) = x (identitas fiiggvény) és  f(z) = 2 (konstans fliiggvény)

Azt fogjuk belatni, hogy ezeken kiviil mas megoldas nincs.
Ehhez elészor behelyettesitiink néhany egyszerti értéket. Az x = y = 2 helyettesitéssel

F@) +f(2)- f2) = f(4) + f(2) + [(2).

Azaz f(2) - f(2) = 2 f(2), ami csak ugy lehetséges, ha | f(2) = 2|, hiszen a feladat feltételei
szerint f csak pozitiv értékeket vehet fel, f(2) nem lehet 0.
Az x = y = 1 helyettesitéssel:

F@)+f)* = f(1) + £(1) + £(D),

azaz (felhasznélva, hogy f(2) = 2):

0=f(1)" =3f(1)+2=(f(1) =) (f(1) —2).

Tehét | f(1) = 1 vagy f(1) = 2| Ennek oriiliink, hiszen passzol a megtaldlt trividlis megolda-
sainkhoz. Mostantodl az a dolgunk, hogy belassuk a kdvetkezoket.

(A) Ha f(1) =1, akkor f(z) = x minden z-re.

(B) Ha f(1) =2, akkor f(z) = 2 minden z-re.

A megoldés tehat innentdl két kiulonalld részre dgazik.

Az (A) dllitds bizonyitisa. Ha csak y helyére irunk 1-et, akkor igy fest az egyenletiink:

fle+1)+ flx) - f(1) = flz- 1) + f(z) + f(1).

Kihasznélva, hogy f(1) = 1, azt kapjuk, hogy | f(x + 1) = f(z) + 1|.
Ebbdl pedig rogton kovetkezik minden n pozitiv egészre is, hogy | f(x +n) = f(z) +n|,

és az is, hogy | f(n) = n minden n pozitiv egészre |.

Ha most y helyére egy n pozitiv egész szamot helyettesitiink, akkor ezt kapjuk:

flx+n)+ f(z)- f(n) = flz-n)+ f(z) + f(n);

azaz kihaszndalva a korabbi megallapitasainkat:

f@)+ f(n) + f(x) -n= [f(z-n)+ f(z)+n;

azaz |n - f(x) = f(n-x), han € N*|. Avagy z helyébe Z-et frva | f (1) = 1@ haneNt|
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Ut6bbibdl rogton kovetkezik, hogy | f(¢) = g minden ¢ pozitiv raciondlis szamra|. Ahhoz,

hogy a megoldas irraciondlis szamokra is kiterjedjen, elengendé belatnunk, hogy f monoton
nove, azaz minden x,y € R esetén f(x +y) — f(x) > 0.
Az eredeti fiiggvényegyenlet atrendezheto igy:

flx+y) = flz) = flzy) + fly) — f(x)- f(y) = flzy) + fly) (1= f(x)).

Ha f(z) > 1, akkor a jobb oldal lathat6an pozitiv (hiszen f csak pozitiv értékeket vesz fel).
Ha f(x) > 1, akkor valasszunk egy olyan n pozitiv egész széamot, amelyre n > f(1), majd frjunk
x és y helyébe Z-t és £-t:

(=) =G =G e () 0= ()

Azt mar beldttuk n € N* esetén, hogy f (£) = £, tehat f (£) < 1, azaz a jobb oldal pozitiv.

z z
n n

Masrészt a bal oldal atirhato igy:

P -1 (5) = S U+ - 1@)

n n

tehat megkaptuk, hogy f(z 4+ y) — f(x) > 0 minden z,y € RT esetén, azaz f tényleg monoton
novo, kovetkezésképpen f(z) = x teljestil minden z € RT esetén. ]

A (B) dllitds bizonyitdsa. Ha y helyébe 1-et frunk, akkor
fle+ 1)+ f(z)- f(1) = flz-1) + f(z) + f(1)
azaz f(1) = 2 miatt
flx+1)+2f(x) =2f(z)+2, azaz f(x +1) =2

azaz majdnem rogton kész is vagyunk. Azonban a fliggvényegyenlet csak pozitiv x-ekrol szdl,

ezért egyeldre csak annyi jott ki, hogy | f(z) =2, hax > 1|
Ha 0 < x < 1, akkor irjunk y helyébe %—et:

(o) esins(8)-s-2) o005

2+ f(z)-2=2+ f(z) + 2.

azaz

Itt kihasznaltuk, hogy % > 1, és azt a kozismert tényt is, hogy = + % > 2 minden pozitiv x
esetén, igy ezekhez biztosan 2-t rendel az f fiiggvény.
Az utolsé egyenletiink trividlisan dtrendezve f(z) = 2-t ad az 0 < x < 1 esetben is. ]

Belattuk tehat, hogy a fiiggvényegyenletnek tényleg csak az elején megtaldlt két fiiggvény lehet
megoldasa. ]

Ez a feladat eredetileg a KoMal. A.304. feladata volt, az itt ismertetett megoldas eltér az
online elérheto, ravasz helyettesitést hasznaldé megoldastol.


https://www.komal.hu/verseny/2002-11/A.h.shtml
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6. feladat (Reimann Kristoéf)
Van-e olyan folytonos f : R — R fiiggvény, amely racionalisokhoz irraciondlis, irraciona-
lisokhoz raciondlis értékeket rendel?

Hervay Bence megolddsa. Indirekten tegyiik fel, hogy létezik ilyen f fiiggvény. Eloszor be fog-
juk belatni, hogy értékkészlete megszamlalhato végtelen szamossagi, utana pedig azt, hogy a
feltétel teljestiléséhez kontinuum szamossaginak kéne lennie, ezzel belatjuk, hogy nem létezik
ilyen fiiggvény.

Tudjuk, hogy f racionalis helyeken legfeljebb annyi szamot vehet fel, ahany racionalis szam
van (azaz megszamlalhat6 végtelen sokat). Mivel f irracionélisokhoz raciondlis értéket rendel,
igy irracionalis helyeken szintén legfeljebb annyi szamot vehet fel a fiiggvény, ahany racionélis
szam van, igy belattuk, hogy f értékkészlete a valésak halmazan megszamlalhaté végtelen
SZAMmossagu.

Ezt 0sszefoglalhatjuk tgy is, hogy:

{r@leer)] < [{f@lkeQ}u{f@lker\Q}|<
{r@le e @)+ |{s@e e R\ QY| |0 +]0] <R

IA

Ha f konstans fliiggvény lenne, akkor nyilvan nem teljesiilhet a feltétel, (hiszen fel kell vennie
raciondlis és irraciondlis értékeket is,) igy f nem lehet konstans fiiggvény, tehat felvesz két
kiilonb6z6 a, b értéket (legyen a < b). Ekkor ismert, hogy az [a, b] intervallumon minden értéket
felvesz, ebbdl viszont egyértelmtiien kdvetkezne, hogy az értékkészlete kontinuum szdmossagu.
Ez ellentmondas, igy az indirekt feltétel hamis volt, tehat belattuk a bizonyitandé allitast. [l
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2. Kombinatorika

2.1. Sakktablak, négyzetracsok

7. feladat (Fleiner Zsigmond)

Egy 3 x 3-as tabla 4 sarkdban 2 vildgos és 2 sotét huszar all agy, hogy a szemben 1évo
sarkokban ugyanolyan a huszarok szine. Elképzelheto-e, hogy néhany lépés utan megint
a sarkokban alljanak a huszarok, viszont a szemben 1évok ellentétes szintiek legyenek.

Megoldds. Nem érhet6 el, hogy ellentétes szinli huszarok legyenek az atellenes sarkokban.

A kozéps6 mezore egyik huszar sem fog tudni 1épni. A maradék 8 mez6t szamozzuk meg,
majd kossiik 6ssze azon mezoparokat, amelyek kozott at tud 1épni egy huszar: ez a lehetséges
lépések grafja. Ha ezt a grafot ,kibogozzuk”, akkor lathatjuk, hogy a valéjaban egyetlen korbél
all.

@ @

Lathato, hogy a koron a sotét és a vilagos huszarok felvaltva helyezkednek el. Akarhogy is 1épe-
getiink a huszérokkal, ez a tulajdonsdg végig megmarad. Igy nem érhetd el a kivant végallapot
sem, hiszen abban az azonos szinii huszarok egymas mellett helyezkednének el a koron.

10



Fazekas Matektabor 2020. IX. 21-25.

8. feladat (Velich Néra)

Adott egy n oszlopot és k sort tartalmazé sakktabla, melynek bizonyos mezdire korongo-
kat helyeztiink (minden mezére legfeljebb egyet). Nevezziink két korongot szomszédos-
nak, ha egy sorban vagy oszlopban vannak, és az 6ket 0sszekoto szakaszon nincs tovabbi
korong. Minden korongnak legfeljebb harom szomszédja van. Legfeljebb hany korong
van a sakktablan?

Nydrfadi Patrik megolddsa. Ha n vagy k értéke 1, akkor ennek megfelelden n illetve k korong
lehet legfeljebb a sakktablan (tehat az egész sakktablat kitolthetjik korongokkal, hiszen ekkor
minden korongnak csak legfeljebb két szomszédja lesz).

Ha n > 2 és k > 2, akkor a sakktébla sarok- és keretmezdibe rakjunk korongokat. (Az
abran piros mezoket nevezziik a keretmezonek, a feketéket sarokmezonek, mig a fehéreket belsd
mezének).

Koénnyen lathatjuk, hogy ez egy megfelel6 elrendezés, hiszen ekkor a négy sarokmezén kiviil
minden korongnak pontosan harom, definici6 szerinti szomszédja van, a sarokmezoknek pedig
kettd. Ez Osszesen 2n + 2k — 4 mezo.

Most pedig azt allitom, hogy ettol nem lehet tobb. Ezt tgy fogom belatni, hogy minden
belsé mezore tett koronghoz hozzarendelek egy tiresen maradt keretmezot, méghozza gy, hogy
kiilonb6zo ilyen korongokhoz kiillonb6zo keretmezo tartozzon.

Vizsgaljunk meg egy belsé mezore tett korongot. Ehhez képest mind a négy irdanyban elhe-
lyezkedik egy-egy keretmezo. Ezen keretmezdk koziil viszont legfeljebb haromnak az iranyaban
lehet a korongnak szomszédja. Tehat mindenképp van legalabb egy olyan tires keretmezd, me-
lyet a vizsgélt koronggal 6sszekotd szakaszon nincsen masik korong. Ezt a mez6t (ha tobb is
van, az egyiket) hozzarendelem a vizsgalt koronghoz. Ezzel megvaldsitottam a kivant hozza-
rendelést.

Kovetkezésképpen a bels6é mezdre tett korongok szdma nem lehet tobb, mint az tliresen
maradt keretmezOk szama. Tehdt Osszesen nem lehet tobb korong a bels6 és a keretmezo-
kon egyiittesen, mint ahany keretmez6 van. Azaz a korongok maximalis lehetésges szama a
sarokmezok és keretmezok szamanak Osszege: 2n + 2k — 4. O]
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9. feladat (Fleiner Zsigmond)
Egy n x n-es tablara felirjuk az els6 n? természetes szdmot.
Bizonyitsuk, hogy lesz két szomszédos, melyek kiilonbsége legalabb n.

Terjék Andrds megolddsa. Tekintsiik a tablazat egy tetszoleges kitoltését. Kezdjik el ennek a
kitoltésnek a szamait névekvd sorrendben beirogatni, és hagyjuk abba az els6 olyan k szam
beirdsa utan, amikor teljesiil hogy minden sorban van szam, vagy minden oszlopban van szam.
A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy £ beirasa utan minden sorban van szam.

Ekkor ha csak k£ — 1-ig irtuk volna be a szamokat, akkor még lett volna iires sor és oszlop,
és k-t az tires sorba irtuk. Tehat k beirasa utdan minden sorban van szam, és minden sorban
van {ires mezé. Igy minden sorban van olyan tires mezd is, amelynek valamelyik szomszédjdban
MAr van szam.

Szinezziik pirosra az Gsszes iires mezot, aminek van szomszédjaban szam. Ekkor tehét lesz
minden sorban legalabb egy, azaz Osszesen legalabb n db piros mezo. Tehat ha folytatjuk
tovabb a kitoltést k + 1-t6l n-ig, akkor lesz olyan piros mezd, amelybe legaldbb k 4 n keriil,
és ennek van szomszédja, amiben legfeljebb k£ szam van irva. Tehat lesz két szomszédos mezd,
amelyekben a szamok kiilonbsége legalabb n. n

10. feladat (Bencsik Adam)

A koordinata rendszer (0; 0) racspontjaban van egy pont. Egy 1épésben egy (m;n) pontot,
amennyiben (m + 1;n) és (m;n + 1) rdcspont tires, ketté tudunk osztani. Ekkor (m;n)
pont eltiinik, és megjelenik egy-egy pont (m+ 1;n) és (m;n+1)-ben. Meg lehet-e oldani
véges sok 1épéssel, hogy kitiritsiik az elsé k db atlét, ahol k tetszolegesen nagy pozitiv
egész Szam.

Fleiner Zsigmond megolddsa. Bebizonyitom, hogy mar az elsé harom atlét sem lehet kitiriteni.

1

Stlyozzuk a mezdket tigy, hogy az (x,y) koordinatéji mezé silya legyen 4. Vegyiik észre,

hogy azon mezok Osszstlya amelyeken pont van dllandé. Mivel kezdetben a (0,0) mezén allt
csak pont, igy az Osszsuly végig 1.

Vizsgaljuk meg, hogy mennyi az egész tablazatban a sulyok osszege. Ezt konnyen megte-

hetjiik. Az elsé sorban 2 az Osszeg, masodikban 1, majd %, i cee

Most vegytik észre, hogy a szétosztas tulajdonsagabol adéddan az also sor és bal oldali oszlop-

ban pontosan 1 pont allhat és ezeknek silya mind a két esetben %. Most tehat nézziik azok

mezok sulyat, ahol nincs pont. Az alsé és bal oldali oszlopban ezek Osszege legfeljebb % (mivel
Osszesen a mezok sulya 3 és lehet ezeken két darab legfeljebb % stlytd pont). Tovabbd még az

gy a tablazat osszege 4.

(1,1) koordinatdju mezdn sincs pont (aminek stlya 1 ). Igy azok mez8k stlya, amin nincs pont
3. Ez azt jelenti, hogy az 6sszes tobbi mez6n van pont (mivel a pontok sszege 1). Ez viszont
nem lehet, hiszen csak véges pont van. O

12
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11. feladat (Gyetvai Mikl6s)
m és n 3-nal nagyobb egész szamok. Vegyiink a négyzetracson egy (2m — 1) x (2n — 1)
méretil téglalapot, amelyeket lefedtiink az alabbi két elem felhasznalasaval:

A két elembol 6sszesen minimum héanyat kell felhasznalni a téglalap parkettazasahoz?

. J

Réti Zoltdn megoldasa. (Alsé korlat) Lassuk be el6szor, hogy minimum n-m db elem sziiksé-
ges a lefedéshez. Ehhez szinezziik ki a négyzetracs minden masodik oszlopat és sorat feketével,

ahogy a mellékelt dbran latszik:

Minden valtoakozé szinfi oszlopban és sorban eggyel t6bb fehér van, mint fekete. Igy egy sorban
% = n db fehér van és hasonloképp egy oszlopban m darab van. Azaz n - m fehér négyzet
van.

Az latszik, hogy ha L betiit hasznalumk, akkor 0 vagy 1 fehéret fed le; ha Z betiit, az 1-et
fed le. Tehat ahhoz, hogy n - m fehér négyzetet lefedjiink legalabb n - m db elem kell.

(Konstrukcié) A konstrukcionk 3 részbél all, mivel a (2m — 1) x (2n — 1) négyzetrécsot
felosztjuk egy 7 x T-es zold; egy (2m —8) X (2n — 1)-es piros és egy (2n —8) x 7-es kék téglalapra,
ahogy az elsé abran lathato:

7 2m — 8

]

L] L]

T

Srh

2n —8

A masodik abran lathatd, hogy a 7 x 7 z6ld rész lefedhet6 15 db L bettivel és 1 db Z bettivel.
Egy 2 x x-es téglatestet fedjiink le tigy, hogy a két vége L betii és kozte Z-k (lasd a harmadik
dbran). Ilyenkor felhasznalunk 2 db L-t és 22 db Z-t. Azaz a (2m — 8) x (2n — 1)-es piros
téglalap igazabdél m — 4 db 2 x (2n — 1)-es téglalapbdl all, amelyekben sszesen van
2n—-1-3

(m—4)-2=2m —8db L betli és (m—4)-f:nm—2m—4n+8db2betﬁ.

13
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Aztan a kék (2n — 8) x 7 téglalap n — 4 db 2 x T-es téglalapbdl 4ll.
Azaz a kék rész fedéséhez Gsszesen:

(n—4)-2=2n—8dbLbetd é (n—4)-2=2n—8db Z beti kell.

Azaz Osszesen L betiibol:
15+ (2m—8)+(2n—8)=2n+2m —1
darab kell, mig Z betiibdl
l+(nm—2m—4n+8)+ (2n—8) =nm —2m —2n + 1

Tehat 6sszesen (2n+2m — 1) + (nm — 2m — 2n + 1) = nm elembdl &ll a konstrukciénk, és arra
mar belattuk, hogy az a minimum. O

2.2. Részhalmaz-rendszerek

2.2.1. A Sperner-tétel és a LYM-egyenlGtlenség

12. feladat (Reimann Krist6f)
Legyenek Ay, As,...,A, az {1,2,..., M} halmaz paronként egymast nem teljes egészében
fedo részhalmazai. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

— <1, ahol a; = |4,|.

(o)

A feladat allitdsa LYM-egyenldtlenség néven is ismert (1d. Lubell-Yamamoto—Meshalkin ineq.).

)

1

Tot Bagi Marton megolddsa. Képzeljiink el egy szerencsejatékot, ahol néhany szamot kell irni
egy szelvényre. Csak kiilonbo6z6é szamokat lehet irni és minden szam 1 és M kozott van. A
sorsolasnal egyesével huzzak ki a szamokat, és egy szelvény akkor nyer, ha van egy olyan
pillanat amikor pontosan az 6 szdmai vannak kihtizva (sorrend nem szamit). Annak az esélye
hogy egy szelvény nyero, éppen

ahol k a szamok szama a szelvényen.

Ha olyan szelvényeket néziink, amelyek paronként egymast nem teljesen fedoek, akkor ezek
kozil a szelvények kozill maximum egy fog nyerni (egymdst kizdré események). Ami azt jelenti,
hogy ha 6sszeadjuk a szelvények esélyeit a nyerésre, az eredmény < 1.

Ha a szelvényeket halmazoknak tekintjiik, amelyek a szelvényre irt szamokat tartalmazzak,
akkor vegyiik észre, hogy kész vagyunk a feladattal. O]

De mirdl szol ez a feladat igazabol? FEnnek felfedezéséhez és megértéséhez kittliztiink a
taborban egy tanari feladatot is.
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13. feladat (tanari)

25 zenész egyiitt taborozik. A taborban néha koncerteket adnak egyméasnak: minden kon-
certen a zenészek egy részhalmaza a szinpadon jatszott, a tobbiek a nézétérrdl figyelték.
Legalabb hany koncertet kellett adniuk, ha minden zenész megfigyelhette a nézotérrdl
mindegyik tarsanak jatékat? (Tehat barmely A és B zenészekhez volt olyan koncert is,
amelyen A a szinpadon jatszott, mig B a nézétérrdl figyelte; és olyan is, amikor B a
szinpadon jatszott, mig A ilt a nézétéren.)

Megoldas. Legyen a koncertek szama M. Ekkor ha az i. zenészre felirjuk, hogy hanyadik
koncerteken jatszott, akkor az {1,2,..., M} egy A; részhalmazat kapjuk.

Egyetlen (i, j) parra sem teljesiilhet, hogy A; C A; , hiszen akkor az j. zenész mindig a
szinpadon lett volna, amikor az i. is, tehat nem figyelhette volna meg a jatékat. Tehat az

AlaA27"'7A21

halmazrendszer eleget tesz a LY M-egyenl6tlenség feltételeinek, azaz teljesiil, hogy

f:(Ml)gl, ahol a; = |A;].
=1 a;

Kovetkezésképpen a i~ Osszeadandok kozott kell legyen olyan, amely legfeljebb %, azaz a (24 )

szamok kozott kell legag/en olyan, amely legalabb 25.
25-nél nagyobb szamok a Pascal-hdromszogben el6szor a 7. sorban fordulnak el6: <7> =

3
(D = 35; tehat a koncertek szama legaldbb 7.

De 7 koncerttel tényleg meg is valosithatok a kivant feltételek. Rendeljiikk hozza mind a 25
zenészhez az {1,2,..., 7} halmaz egy kiilonb6z6, 3-elemii részhalmazat. Minden zenész a hozza
rendelt részhalmaz eleimenek megfelel6 sorszamu koncerteken 1épjen fel. Konnyen ellenorizheto,
hogy igy mindenki meg tudja figyelni az 6sszes tarsanak jatékat. O]

A LYM-egyenlotlenség valojaban a régebbi és hiresebb Sperner-tétel finomitasa:

Sperner-tétel (1928)

Ha az Ay, Ay, ..., A, C {1,2,..., M} halmazrendszerben egyik halmaz sem részhalmaza

< ()

?Az ilyen halmazrendszereket Sperner-rendszernek nevezzik.

masiknak®, akkor

A Sperner-tételnek szamos bizonyitdsa ismert (tobb ezek kozill magyar matematikusoktol
szarmaziuk), az egyik legszebbet mutattuk be most a LY M-egyenlétlenség kozvetitésével.
A zenészes feladat megoldasahoz a Sperner-tétel allitasa is elegend6 lett volna.
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2.2.2. Tovabbi feladatok részhalmaz-rendszerekrol

14. feladat (Baski Bence)

2016 rablo egyiitt elrabolt egy nagy kincsesladat és el akarjak asni. Mivel nem biznak
egymasban, ezért gy dontenek, hogy szerelnek ra lakatokat és a lakatokhoz valé kulcso-
kat szétosztjak egymas kozott. (Egy lakathoz tébb kules is tartozhat, de egy kules csak
egy lakatot nyit). Ugy szeretnék ezt megtenni, hogy barmely 1010 koziilik ki tudja nyitni

a kincset, de semelyik 2 nem tudja ezt megtenni. Legalabb hany lakatra van sziikségiik?

Lazur Zsofia megolddsa. El6szor lassuk be, hogy sziikség van legalabb 6 lakatra. Legyen a
lakatok szama n. Mivel semelyik 2 rablé nem tudja kinyitni a ladat, ezért egy rablénél legfeljebb
n — 2 kulcs lehet. Valasszunk ki tetszoleges n — 2 lakatot. Pontosan ezekhez a lakatokhoz
legfeljebb 2 rablonak lehet kulcsa, mivel:

(1) Ha valakinél ott van ez az n—2 db kulcs, akkor nincs olyan rabld, akinél ott van a maradék
kettd, kiilonben ki tudnék nyitni a 14dat ketten (legyen a két hidanyzé kules x, y).

(2) Minden lakathoz legalabb 1007 rablénal van kulcs, mivel ha legfeljebb 1006-nal lenne,
akkor a maradék 2016 — 1006 = 1010 ember nem tudna kinyitni a ladat.

Az (1) és (2) pontokbdl latjuk, hogy lesz legaldbb 1007 rabld, akiknek z-hez és legalabb
1007 rablé, akiknek y-hoz van kulcsuk (ez két diszjunkt halmaz). Emiatt az elére kijelolt n — 2
lakathoz legfeljebb 2016 — 2 - 1007 = 2 rablénak van kulcsa.

Most tegytik fel, hogy 5 lakatunk van. Mivel minden lakathoz legaldbb 1007 rablénak van
kulcsa, ezért legalabb 1007 - 5 = 5035 kulcs sziikséges. Viszont ekkor legfeljebb (g) = 10 db
rablonal van n — 2 kules, a tobbinél pedig legfeljebb n — 3, ami 0sszesen legfeljebb

10(n — 2) + 2006(n — 3) = 2016n — 6038 = 4042,

ami kisebb, mint a minimum 5035 kulcs. Ezzel belattuk, hogy 5 lakat még nem elég.
Most lassunk egy konstrukciot 6 lakatra. Legyen minden rablénal 3 db kules, legyenek a
lakatok kulcsai 1,2,3,4,5,6. Az el6fordulé kulecsharmasok:

(1,3,6) (2,4,6) (3,5,6) (4,1,6) (5,2,6)

Ekkor minden kulcs pontosan 5 db ilyen 3-asban van benne. Az els6 4 db 3-as mindegyike
legyen 201, a maradék 6 db 3-as mindegyike 202 rablénal (201 - 4 + 202 - 6 = 2016). Ekkor
lathato, hogy semelyik 2 rablé nem tudja kinyitni a ladat, mivel nincs 2 olyan 3-as, amelyekben
szerepel az Osszes lakathoz kulcs. Mivel mindegyik kulcs pontosan 5 db 3-asban van benne,
ezért 6 kiilonbo6zo 3-asokat birtoklo rabld ki tudja nyitni a ladat. Legrosszabb esetben vegyiink
4 db 3-ast az olyanokbol, amelyek 202 rabléndl vannak (ha 5-6t vennénk, akkor ki lehetne nyitni
a ladat) és egy olyat, amelyik 201 rablonal vannak. Mivel ez 5 db 3-as, ezért még egykiilonboz6
3-ast birtoklé rablo segitségével kinyithaté a lada. Azaz legalabb 202 -4+ 201+ 1 = 1010 rablé
mindig ki tudja nyitni a ladat.

Ezzel belattuk, hogy legalabb 6 lakatra van sziikség. O]
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15. feladat (Szabé Kornél)

Az igazgatosag a jovo évi fakultaciokat tervezi az iskola n tanuldja szamara. Minden
fakultacié legalabb két tanuléval indul, és az iskola intézkedési terve eldirja, hogy a leg-
alabb két kozos tanuldval rendelkez6 csoportok tanuldinak szama eltérjen.

Igazoljuk, hogy a fakultdciok maximalis szdma nem nagyobb, mint (n — 1)2.

Velich Nora megoldadsa. Vizsgéaljuk, hogy hany olyan fakultacié lehet, amelyek k& tanuld vesz
részt. Ilyenbdl legfeljebb (g) / (S) lehet, mivel tudjuk, hogy ha kivalasztunk két tanulot, pon-
tosan egy olyan fakt van, amelyre k ember jar, és 0k mindketten jarnak ra, illetve egy fakton
ahova k ember jar 0sszesen (g) emberpar van, 0sszesen pedig (g)-féleképpen lehet kivalasztani
két embert.

Ekkor tehat osszesen legfeljebb Z Q fakt lehet.

= (3)

Ebbdl az 6sszegh6l azonban kiemelhetiink n(n — 1)-et, hiszen

" (5) n
;@:n(n_l).zk(k—l)'

k=2
Viszont tudjuk, hogy
1 1  k+1+Ek-1 2 1 1

G—Uk ThE+D  G=Dk(ht1D) —DE+D k=1 kt1

” 1
igy a Z m Osszeg egy teleszkopikus Osszeg, igy éppen 1 — % lesz.
k=2 B

Igy tehét a faktok maximélis szama

”(”—1)'§k(kl_1>:“(n—1)<1—1>:(n—1)2,

és éppen ez volt a bizonyitando. O

16. feladat (Hegediis Déniel)
Igazoljuk, hogy tetszoleges m < t pozitiv egész szamok esetén teljesiil a kovetkezo azo-

L0000 =500~

Le Julianna megolddsa. Tekintsiik el6szor a bizonyitandé egyenléség jobb oldalét! Eszre lehet

NoSSag:

venni, hogy a feladatot méashogyan is at lehet fogalmazni. Legyenek A és B halmazok elem-
szadmai m és t. Fzekbdl valasszunk ki hdrom halmazt (Hy, Hy, H3) gy, hogy |H| = |Hs| = k,
H, C A, H, C B, H3 C H;. Ekkor egyértelmtien latszik, hogy ha az A halmazbdl kivalasztjuk
a H; halmazt, majd a B halmazbol a H, halmazt, majd a H; halmazbdl a Hs halmazt, akkor
a jobb oldali kifejezést kapjuk.

Most tekintsiik a bal oldalt, el6szor a Hz halmazt valasztjuk ki, melynek elemszama legyen
ez esetben m — k. Ezutan a H, halmazt valasszuk ki, melynek elemszama legyen x. Ekkor az
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A\ H3 halmazbdl (melynek elemszama k) valasszunk ki egy m—xz elemii halmazt (ezzel valjaban
a H; halmazt valasztottuk ki), igy valéjaban egy t + k elemszami halmazbdl valasztottunk ki
egy m — x + x = m elemi halmazt. Tehat ez a megfeleltetés egyértelmiien azt mutatja, hogy a
jobb és a bal oldalon all6 kifejezések egyenloek. O

2.3. Grafelmélet

17. feladat (Fleiner Zsigmond)
Bizonyitsuk be, hogy egy egyértelmiien harom-szinezhet6 grafnak legalabb 2n — 3 éle van.

Rubint Gergd megoldasa. Ha egy graf egyértelmiien harom-szinezhetd, az azt jelenti, hogy pon-
tosan egyfékeképpen szét lehet osztani a graf csticsait harom csoportba tigy, hogy a csoportokon
beliil ne legyenek élek (tehét csak a csoportok kozott vannak élek), és barmely ketté csoport
kozott van él.

Tehat osszuk szét a graf cstucsait az elobb emlitett médon harom csoprtba, és legyenek a
csoportok nevei A, B és C', valamint az egyes csoportokban 1év6 csiicsok szdama sorrendben a,
b és c (tehat a + b+ c =n).

Nézziik meg A és B csoportok, és a koztiik 1évo élek altal alkotott grafot. Ez a graf biztosan
Osszefiiggd, mivel ha lenne legalabb két komponense, akkor az egyik komponens A-ban 1évé
csucsait attehetnénk B-be, és a B-ben 1év6 csucsait pedig A-ba gy, hogy megmaradna a
graf azon tulajdonsaga, hogy csak a csoportok kozott vannak élek, tehat a graf nem lenne
egyértelmiien harom-szinezheto.

Azt is tudjuk, hogy egy k cstcsu Osszefiiggd grafnak legalabb k — 1 éle van, tehat az A és
B csoportok kozott futo élek szama legalabb a + b — 1.

Ezt ugyanigy el lehet mondani A és C' csoportrol, valamint B és C' csoportrdl, szoval A és
C kozott legalabb a + ¢ — 1, B és C' kozott pedig legaldabb b+ ¢ — 1 él van.

Tehat a grafnak 6sszesen legaldbb (a +b—1)+ (a+c—1)+(b+c—1)=2a+2b+2c—3
éle van, viszont tudjuk, hogy a + b+ ¢ = n, és ebbdl kovetkezik, hogy 2a + 2b+2c —3 =2n — 3
és ezt akartuk bizonyitani. O]

2.3.1. A baratsag-tétel

18. feladat (Moéricz Réka)

Egy teremben 11-en vannak. Tudjuk, hogy akdrhogyan is valasztunk ki koziilik kettot,
a tobbiek kozil pontosan egy ismeri mindkettéjiiket.

Mutassuk meg, hogy van a teremben olyan, aki mindenki mast ismer.

Erre a feladatra sziiletett néhdny megoldas (ezeket azonban itt nem részeletezziik). Azonban
a megoldas utan felvet6dott, hogy ez valéjaban a kdvetkezod hires tétel specidlis esete.

Baratsag-tétel (Erdés Pal, Rényi Alfréd és T. Sés Vera, 1966)

Tegyiik fel, hogy emberek egy csoportjara teljestil, hogy barmely két embernek pontosan

egy kozos ismerose van. Ekkor van kozottik egy, aki mindenkit ismer.
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Kiilon aktualitdst adott ennek tételnek, hogy T. Sés Vera éppen a tabor hénapjaban tinne-
pelte 90. sziiletésnapjat. Mivel a tétel bizonyitasanak elso fele elérhetének — bar j6 nehéznek
— tlint a taborlakd didkok szamara, ezért ezt is kitliztiik tanari feladatként. Végiil sziiletett is
egy megoldas — éppen attol a Moricz Rékatol, aki a 18. feladatot a taborba hozta.

19. feladat (Tanari feladat — a baratsag-tétel elsé fele)

Egy teremben n {6 tartozkodik. Tudjuk, hogy akarhogyan is valasztunk ki koziiliik kettot,
a tobbiek kozil pontosan egy ismeri mindkettéjiiket.

Mutassuk meg, hogy vagy van a teremben olyan, aki mindenki méast ismer, vagy mindenki
ugyanannyi embert ismer.

Méricz Réka megolddsa. Abrézoljuk a feladatot grafként, az emberek legyenek a graf csticsai,
és kosse Ossze él azokat, melyek ismeretségben allnak egymassal.

[ 1. lemma: A grafban nem lehet négyszog.

Az 1. lemma bizonyitisa. Ha lenne, akkor a négyszog két nem szomszédos csticsat 2 ember is
ismerné (a két maradék cstcs), ami ellentmond a feladat feltételének. O

Valasszuk ki a legnagyobb foki cstcsot (ha tobb is van, akkor az egyiket), és csinadljunk
beldle egy szélességi keresést. Legyen ez a 0. csucs.

A 0. cstcsnak legyen n ismerdse, szamozzuk 6ket 1-t6l d-ig (6k lesznek a méasodik mélységi
szinten 1év6 csicsok). Tudjuk, hogy a 0. csticsnak minden mésik cstcesal 1étezik kozos ismerdse,
ezeknek is a masodik szinten kell elhelyezkednitik a szélességi keresés tulajdonsdgai miatt.

1. szint

2. szint

3. szint

2. lemma: Barmely cstucsboél inditott szélességi keresésnek maximum 3 mélységi szintje
lehet.

A 2. lemma bizonyitisa. Ha lenne 4 szint, akkor az elsé mélységi szinten 1évo csicsnak és egy,
a negyedik szinten 1év6 tetszoleges csticsnak nem lenne kozos ismerdse O]

3. lemma: A mésodik szint csticsai kozott futd élekre igaz, hogy minden csicsbdl pon-
tosan 1 él indul ki.
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A 3. lemma bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy van legalabb egy cstics, amibdl 2 él is indul. Vegyiik
ezt a csucsot, a kettot amelyekkel ezen a szinten 6ssze van kotve, és a 0. csticsot. Ezek négyszoget

alkotnak, ami ellentmond az 1. lemmanak.
A masik lehetéség az, ha az egyik csucsbdél nem indul ki szinten belili él. Ekkor azonban
ennek a csticsnak és a 0. csticsnak nem lesz kézos ismerdse ami ellentmond a feladat feltételének.
O

A 3. lemmabdl kovetkezik, hogy d péros.

Ha a szélességi kereséstinkben nincs 3. mélységi szint, akkor belattuk a feladatot, hiszen
akkor a 0 csiics mindenkit ismer.

Tegyiik fel tehat, hogy létezik 3. szint.

4. lemma: A 3. mélységi szint minden csicsabdl pontosan 1 él indul ki a masodik szint
csucsaiba (vagyis azok koziil pontosan 1-gyel van 6sszekotve).

A 4. lemma bizonyitdsa. Tegyik fel, hogy legalabb az egyikbdl legalabb kettd indul. Ekkor a
kivalasztott cstcs, a 2 méasodik szintl vele szomszédos cstucs, és a 0. cstucs négyszoget alkot,
ami ellentmond az 1. lemmanak. Legalabb 1-gyel pedig a szélességi keresés tulajdonsidgai miatt
ossze kell lennie kotve. O

5. lemma: Minden 2. mélységi szinten 1év6 csics paros szamu 3. szinten 1évo cstcesal
van Osszekotve. (Azaz a fokszama péaros — hiszen mar korabban belattuk, hogy ezeken
kiviil pontosan 2 élik van.)

A 5. lemma bizonyitdsa. Ez pont olyan helyzet, mint ami a 3. lemmanal allt el6. A 2. szinten
1év6 kivalasztott csticsunk legyen x. Ha ez Gssze van kotve valakivel a 3. szinten, akkor ezt a
két csticsot ismerd cstics csak a 3. szinten lehet, és kell is lennie (4. lemma).

1. szint

2. szint

3. szint

Nem lehet az z altal ismert, a harmadik szinten 1évé cstcsok kozott olyan, amely x két
ismerdsével is Ossze van kotve, hiszen négyszog alakulna ki (ami ellentmond az 1. lemménak).
Azaz az x altal ismert csicsok parosan vannak, és koziililk mindenki pontosan 1 masikat ismer.

]

[ 6. lemma: A 3. szinten minden cstcs fokszama d.
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A 6. lemma bizonyitdsa. Valasszuk ki a 3. mélységi szint egy tetszoleges csicsat, legyen ez y.
A 4. lemma miatt tudjuk, hogy pontosan 1 cstccsal van 6sszekotve a 2. mélységi szintrdl, ez
legyen z. y-t és z-t is ismernie kell valakinek (kell nekik egy kozos ismer6s), aki csak a 3. szinten
lehet a 4. lemma miatt.

Tudjuk, hogy y-nak 1-t6l d-ig minden csiicesal kell hogy legyen kozos ismerdse. Ez pontosan
2-re mar teljesiil: arra, amelyikkel 6ssze van kotve (z), és arra, amelyik 6ssze van kétve z-vel
(a 3. lemma miatt tudjuk, hogy ebbél 1 darab van).

Lassuk be, hogy a maradék n — 2 csticesal a kozos ismerdsei kiillonb6zo, eddig nem emlitett,
a 3. szinten elhelyezkedd csticsok lesznek, és akkor belatjuk azt, hogy ez az y cstcs legalabb
d-ed foku (hiszen 1 él 6sszekoti z-vel, 1 a kett&jiik kozos ismerésével, és még n — 2 a maradék
n — 2 csicesal kozos ismerdseivel, melyek Gsszege d.)

1. szint

2. szint

3. szint

° Y °

Azt, hogy ez az n — 2 kozos szomszéd mind kiilonboz6 csucs, elég konnyt latni. A 4. lemma
miatt tudjuk, hogy a 3. mélységi szinten talalhatd osszes cstcs a 2. szinten 1évok koziil pontosan
1-gyel van Osszekotve, azaz 1 cstcs nem lehet kozos ismerése y-nak és 2 kiilonbozé 1-t6l d-ig
szamozott csicsnak.

A bizonyitast ugy kezdtiik, hogy kivalasztottuk az egyik legnagyobb foku csicsot (a 0. csi-
csot), amely fokszama d volt. Tehdt y fokszdma se tobb, se kevesebb nem lehet d-nél. Ezzel
belattuk a 6. lemmat. O

7. lemma: A 2. szinten levd csticsok fokszdma is d (feltéve, hogy a 3. szinten is van

legaldbb egy cstcs).

A 7. lemma bizonyitdsa. Ezt belatni egészen egyszerti. Véalasszuk ki a 3. mélységi szint egy tet-
szOleges csuicsat, és ismételjiikk meg az eddigi megoldasunkat azzal a kiilonbséggel, hogy most ez
a kivalasztott cstcs legyen a 0. kezd6 cstics. (Ezt megtehetjik, hiszen a 0. cstcs kivalasztasakor
az volt az egyetlen feltételiink, hogy a grafban ne legyen néla nagyobb fokszamu csics.) Ezt
elvégezve azt kapjuk, hogy a kezdetben 1-t6l d-ig szamozott cstcsok koziil 1 kivételével (akit él
kotott ssze a kivalasztott csticesal) mindegyik a 3.szintre kertilt (ez a 4.lemmébdl és a szélességi
keresés tulajdonsagaibdl latszik), azaz az 6 fokszamuk is n kell hogy legyen. Ezt ismételjitk meg
egy 3. olyan csticcsal, akit nem kot 6ssze €l a mostani 1 kivétellel, és igy mindenkirdl belattuk,

hogy d-ed foku. n

Ezzel mindharom szint cstcsair6l belattuk, hogy fokszamuk d, azaz — ha nem ismer a 0
cstucs mindenkit — akkor a graf d-reguléris. Ezzel a feladatot belattuk.
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Erdemes megjegyezni, hogy amennyiben n pératlan, akkor mindig 1étezik jé konstrukeié!.
Az aldbbi abra ezt 11-re mutatja be.

Minden més 2k + 1 alaki széamra (ahol k£ > 1) is lehet képezni valami hasonlét tgy, hogy egy
csucsot kozépre helyeziink, a tobbit egy korben koré parossaval osszekotve. Ezutan az 0sszes
csucsot 0sszekotjik a kozépsovel és készen vagyunk. O]

A baratsag-tétel bizonyitasanak befejezése egy igen szép — de a lindris algebra egyetemen ta-
nitott eszkoztarat hasznald — gondolatmenettel megteheto, amelyet az érdeklodok elolvashatnak
példaul a Bizonyitdasok a Konyvbol kdtet Bardtokrol és politikusokrol cimi fejezetében.

'Ha n péros, akkor pedig nincs a feltételeket teljesité graf. Be lehet 14tni ugyanis — egyszerti leszamlal4ssal
—, hogy amennyiben van harmadik szint, akkor csiicsok szédma n = d2 — d + 1 kell legyen.
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3. Geometria

20. feladat (Fleiner Zsigmond)

Legyen ABC' egy hegyesszogli haromszog. Legyen AM az A-bol indulé magassidg. Ve-
gyiink AM szakaszon egy P pontot. BP és AC egyenesek metszéspontja D. Hasonld
médon C'P és AB metszéspontja legyen E. Bizonyitsuk, hogy DM E / szogfelez6je AM.

Benesik Addm megolddsa. .

Lemma Ha Y, E, X, D pontok kollinedrisak ebben a sorrendben és M nincs rajta az
egyenesiikon, akkor barmely ketto allitasbol kovetkezik a harmadik az alabbiak kozul.

1. (F, D;Y, X) harmonikus pontnégyes.

2. YPX< =90°

3. CY felezi EPD< szoget.

Lemma bizonyitdsa. Hiuzzunk parhuzamost X-bdl Y M-mel. Ekkor valtoszogek miatt Y EM
haromszog hasonlé X EK haromszoggl. Hasonlo allastu szogek miatt pedig Y DM haromszog
hasonlé X D@ haromszoghoz. Vagyis,

EX , DX
Vagyis KX = X@Q akkor és csak akkor ha (E,D;Y, X) = —1. Namost barmely két allitas
teljesiilésébol kovetkezik, hogy M X (@) és M X K haromszogek egybevagdak, ami adja a harmadik

allftést. 0

KX

Most térjiink a feladat megoldasara. Huzzuk be az ED egyenest. Messe ez az egyenes
a BC' egyenest Y-ban és az AM szakaszt X-ben. Ekkor ismert allitas, hogy E,D,Y, X egy
harmonikus pontnégyes, azaz (F, D;Y, X) = —1.

Namost tekintsiink Y M D X E alakzatot és vegyiik észre hogy ez egy az egyben ugyanaz mint

amirdl a lemmank sz6lt. Itt a lemma harom allitds kozill mar teljesiil kett6, (E, D;Y, X) = —1
és YPX < = 90°. Azaz teljesiil a 3. allitas is, azaz DM E< szogfelez6je AM. Es ezzel belattuk
az allitast. O
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Fleiner Tamds megolddsa (lejegyezte: Hujter Bdlint). Alkalmazzunk merdleges affinitast, mely-
nek tengelye a BC' egyenes, az affinitas aranyat pedig ugy valasszuk meg, hogy B’ D'C’'< éppen
derékszog legyen (azt most nem részletezziik, hogy miért tudjuk igy valasztani az affinités
aranyat).

A/

P

B M C B M’ C’

gy az A'B'C" haromszognek A'M’ és B'D’ is magassagvonala, tehdt P’ a magassagpontja,
és igy D'E’ is magassagvonal.

Tehat M'D'E’" hiaromszog az A’B’'C’ talpponti haromszoge, amelyrdl kozismert, hogy a
magassagvonalak a szogfelez6i. Tehat E'M’'A'<c = D'M’'A'<t, méasképp mondva az E'M’ és
D'M’ egyenesek egymasnak az AM'-re vett tikorképei.

Mivel az AM egyenes meréleges az affinitas tengelyére, ezért a merdleges affinitas tulajdon-
sagal miatt mar az EM és DM is egymas tiukorképei kellettek legyenek az AM egyenesre — és
éppen ezt kellett bizonyitanunk. O
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21. feladat (Ban-Szabé Aron)

Az ABC haromszog alaka biliardasztal AB és AC' oldalai egyenlé hossztiak. Az AB
oldalon egy P pontban elhelyeztiink egy (pontszeri) golyét, melyet egy titével egyenes
iranyban megloktiink. FEz el6szor a BC' oldalnak titkozott a @ pontban, majd az AC
oldalnak az R pontban. Mutasd meg, hogy az ABC, AP R haromszogek magassagpontjai
és a () pont egy egyenesen van.

Kun Agoston megolddsa. Fixaljuk a P pontbél a golyé lokésének az irdnydt. Ekkor egy ilyen
iranyu idealis pontbol valo vetitéssel megkapjuk P, képét, QQ1-et a BC' szakaszon, végiil, ahogy
tovabbpattan a golyd, egy olyan irdanyu idealis pontra valé vetitéssel kapjuk meg Ri-et az AC
szakaszon.

R2

P

Mivel ez egy projektiv leképzés, igy barmely (Pi, P»), (Ri, Ry) pérosokra teljesiil, hogy
egyenld a két tavolsadg. Most belatjuk, hogy az AP;R; haromszogek magassagpontjai egy egye-
nesre esnek. Allitsunk merdlegest P; és P pontokbdl az AC szakaszra, majd az R; és Rs
pontokbdl az AB szakaszra. Tudjuk, hogy a két-két parhuzamos egyenes tavolsaga megegye-
zik, és mivel a szemkozti oldalak parhuzamosak, igy ez csak egy rombusz lehet, vagyis barmely
két magassapont egy rombuszt hataroz meg, emiatt a magassagpontok egy egyenesre esnek,
mert minden rombusz oldalai parhuzamosak vagy a BC' szakasz merdlegesére, vagy az AC
merdlegesére. Vagyis ha taldlunk harom olyan P pontot, amire teljesiil, hogy a @), Mgpe, Mapr
pontok egy egyenesen vannak, akor készen vagyunk, mert 3 pont egyértelmiien meghataroz
egy projektiv leképzést, ami miatt barmely 4. P pontra is teljesiil, hogy ott is a 3 pont egy
egyenesen lesz (Q, Mape, Mapy).

e 1. pont: Amikor Q a BC' szakasz felezOpontja, ekkor az ABC' haromszog tiikortengelyén
van mind a 3 pont.

e 2. pont: P = B, ekkor Q = P = B. Ekkor My, és M,,, is rajta van a B-bdl az AC-re
allitott merdlegesen, ahol Q=B.

e 3. pont: @) = C, ekkor R = Q) = C. Ez hasonléan a 2. ponthoz, itt a 3 pont rajta van a
C-bél az AB-re allitott merdlegesen.
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22. feladat (Le Julianna Phuonglinh)

Az ABCD hurnégyszogben Oy és Oy az ABC, illetve az ABD haromszogbe irt kor
kozéppontja. Az O10, egyenes a BC' egyenest E-ben, az AD egyenest F-ben metszi.

a) Igazoljuk, hogy létezik egy olyan k kor, ami E-ben, illetve F-ben érinti a BC' és az
AD egyenest.

b) Mutassuk meg, hogy k érinti az ABC' D négyszog koré irt kort is.

.

.

Bdn-Szabé Aron megolddsa. Az (a) és (b) feladatokat egyszerre fogjuk bebizonyftani. Kezdjiik
viszont a korbe irt adott hurt érinté korokkel. Minden szogszamolasndl iranyitott szogekkel
dolgozunk.

Adottak az w, Q2 korok, melyek T-ben éritik egymast, és €2 belsejében van w. Ezen kiviil
az ) kornek adott egy olyan AB hurja, ami érinti w-t K-ban. Legyen C' az Q kornek egy
A, B, T pontoktdl kiilonb6zo pontja gy, hogy C' és w az AB egyenesnek ugyanazon az oldalan
legyenek. Az a C-n dtmend w-hoz hizott érintd, amely az AB egyenest és az w kort két olyan
pontban érinti, melyek a T'K egyenesnek ugyanazon az oldalan vannak, érintse w-t P-ben és
messe AB-t Q-ban. Célunk belatni a kovetkezo lemmat:

Lemma: Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja rajta fekszik a PK egyenesen.
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Lemma bizonyitisa. A bizonyitashoz sok segédallitast fogunk hasznalni. Legyen S az 2 kérben
a T-t nem tartalmazé (AB) ivnek a felezépontja. Tovabba messe a C'S egyenes a PK egyenest
I-ben. Be fogjuk latni, hogy I az ABC haromszog beirt korének kozéppontja.

Allitds #1: SKBA ~ SBTA és SK - ST = SB2.

Allitds #1 bizonyitdsa. Jelolje H azt a nagyitast, amely w-t 2-ba viszi. Mivel e két kor érinti
egymast, ezért H kozéppontja T lesz. Legyen H alatt az AB egyenes képe az f egyenes, mig
K képe K'. Ekkor K’ € Q és f K'-ben érinti Q-t. Am mivel a nagyitds parhuzamossig tarto,
f parhuzamos lesz AB-vel, ami a szimmetria miatt csak gy lehetséges, ha f az AB iv felez6-
pontjdban érinti Q-t, gy K’ = S. Igy a T, K, S pontok kollinedrisak lesznek.

Jelolje ¥, (XY) a k korben az XY hirhoz tartozoé keriileti szoget. Mivel H w-t Q-ba és T K-t
T'S-be viszi, a keriileti szo6g sem valtozott, azaz ¥, (TK) = ¢o(TS).
Ekkor SKB< = TKB< = 9,(TK) = ¢q(TS) = TBS< (felhasznélva az érinté szaru kertileti
szogek tételét), igy SKBA ~ SBTA, hiszen két szog kozos. Tehat

SK SB

— = K - ST = SB%.
B = ST avagy SK-S§ S

[ Allitds #2: A C, I, P, T pontok egy korén vannak.

Allitds #2 bizonyitdsa. Elégséges azt belatni, hogy ICT<t = IPT<. Mivel C, 1, S egy egyene-
sen van,

ICT< = SOT< = o(ST) = SBT< = SKB< = TKB< = ¢,(T'K) = TPS< = -TPI< =
IPT<. Ttt hasznéltuk az Allitds #1-et. O

Allitds #3: SKIA ~ SITA és SK - ST = SI2.

Allitds #3 bizonyitdsa. Az S-nél 1évé szog most is kozos, igy elégséges beldtni, hogy 1K S< =
TIS<. Vegyiik észre, hogy IKS<t = PKT< = 9,(PT) = CPT<< = Yc1pr)(CT) = CIT< =
TI1S<. Itt felhasznaltuk a masodik allitasban belatott allitast. Az egyenl6ség ugyanigy belat-
hat6 a hasonlosagbol:

SK  SI e
]

Most mar mindent tudunk, hogy kénnyen belassuk a lemmat. Az els6 és harmadik allitasok
szerint (és mivel S az AB {v felez6pontja) SA* = SB? = SK - ST = SI? és mivel a tavolsagok
mind nem negativak, SA =SB = SI. Ismert, hogy az ABC' haromszogben az A, B pontok és
a beirt kor kozéppontja egy S kozéppontu koron vannak (ahol S a C-t nem tartalmazé AB iv
felez6pontja). Mivel a keresett beirt kor kozéppont rajta kell lennie a C'S szogfelezén, ezért az
S kozépponti SA = SB sugart kor a beirt kor kozéppontjaban fogja elmetszeni a C'S egyenest.
Ez pedig pont I. Készen vagyunk a lemmaval. O]
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Miel6tt nagy lendiilettel ratérnénk a feladatra, a lemmaval kapcsolatosan fontos megjegyez-
niink valamit. A lemmaban szereplo P definicidja ugyanis kérdéseket von maga utan. Hiszen a
C-bél huzott két érinté kozil csak az egyiket hasznédltuk és nagyon nem mindegy melyiket! Ha
a masik érintét valasztjuk, akkor a PK egyenes nem megy at a beirt kor kozéppontjan, hanem
helyette a C' csticshoz tartozé koriilirt kor kozéppontjan fog atmenni. De hol hasznéljuk ki a
bizonyitasban, hogy melyik érintét valasztjuk?

A harom darab allitds mind igaz marad, hiszen csak iranyitott szogekkel szdmolgattunk
lényegében. tehat az utols6 gondolatokban lehet valami. Ahogy a bizonyitasunkban szerepelt
is, az S kozéppontu SA = SB sugartu kor atmegy a beirt kor kozéppontjan. De ezen kivil a
C-hez tartozé hozzéirt kornek a kdzéppontjan is at fog menni. Tehat azt kell latni, hogy melyik
érintére lesz I a C'S szakaszon beliil, és melyiken kiviil. Ezt az olvaséra bizom.

Nos akkor mostmér tényleg térjiink ra a feladatra. Legyen 2 azt ABCD kor. Vegytk
azt a w kort, ami érinti az AD, BC egyeneseket, tovabba () belsejében van, és érinti azt.
(Kénnyt atgondolni, hogy ilyen létezik, ugyanis végtelensok olyan kor van, ami az AD, BC
egyeneseket érinti, ezek kozéppontjai a két egyenes szogfelez0jén vannak, és a folytonossag
miatt lesz pontosan egy olyan, ami {2 belsejében van és érinti azt). Ez az w kor érintse az
AD, BC egyeneseket az E', F' pontokban. Ekkor a lemmat alkalmazva az A és B pontokra, a

BD A haromszog beirt korének kozéppontja rajta lesz az E'F' egyenesen és hasonléan az ABC
héromszog beirt korének kozéppontja is rajta lesz az E'F’ egyenesen. Igy E = E' és F = F'.

Készen is vagyunk.
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23. feladat (Terjék Andras)

Egy egységnégyzet belsejébe egy konvex, n cstucsu sokszoget frunk. Bizonyitsuk be, hogy
kivalaszthatd az n csicsu sokszognek 3 csicsa ugy, hogy azok altal meghatérozott ha-
romszog teriilete kisebb mint % egyseég.

Fiiredi Erik megolddsa. A beirt konvex n-szog kertilete legfeljebb az egységnégyzet keriilete, 4.
Ehhez az oldalakat az egységnégyzet parhuzamos oldalparjaibol a beirt sokszoggel atellenes
irdnyban 1évé oldalakra ravetitjiik, minden oldalt kettore, kivéve ha parhuzamos valamelyik
oldalparra, ekkor csak az abbdl az n-szoggel atellenesre. Ekkor a beirt n-szog egyik oldala sem
hosszabb a vetiiletei 6sszhosszanal, mig a vetiiletek 6sszege nem hosszabb 4-nél, mert a négyzet
keriiletén mindenhova legfeljebb egy vetiilet jut.

Ez altalanosan is igaz, konvex sokszogbe irt masik konvex sokszognek nem lehet az eredetinél
nagyobb a kertilete. A beirt konvex sokszog oldalait kitolhatjuk az eredetiére ennek belatasahoz.

Jeloljiikk x-szel a beirt n-szog kertiletét. A konvex n-szog 3 csiicsabol allé haromszogek
koziil a legkisebb teriiletii 3 csticsa sorra egymaés mellett van az n-szog keriiletén (példaul nézve
egy, az n-bol két csicsot Osszekotd szakaszon fekvé haromszogeket ilyen a legkisebb teriiletii),
nevezzik az ilyen, az n-szog kertiletén 3 egymés melletti csticesal rendelkezd haromszogeket
kis haromszogeknek. Lassuk be, hogy a kis haromszogek koziil lesz %—nél kisebb teriileti,
ehhez becsiiljiik feliilrol a kis haromszogek tertileteinek szorzatat, S-t, az n darab haromszog
trigonometrikus tertiletképleteivel, (mellyel egy haromszog teriilete két oldal hosszanak szorzata
szorozva a bezart szog szinuszaval osztva kettével) gy, hogy a (szinuszaikkal) hasznélt belsé
szogek a konvex n-szog belso szogei és egy kis haromszogre a két oldal az n-szog két szomszédos
oldala.

Ekkor a szorzatban a szamlaléban minden oldal kétszer szerepel, igy az oldalhosszok szor-
zatdnak négyzetének maximumaval becsiiljiik felil ezt a részt. A keriilet z, ez a nemnegativ
oldalhosszok Gsszege, igy a szorzat jol ismert médon (a szamtani és mértani kozepek kozti egyen-
16tlenségbdl) akkor a legnagyobb, ha egyenlék az oldalhosszok, legfeljebb (%)n, igy r < 4 miatt
legfeljebb (%)n, az oldalhosszok szorzatanak négyzete, mely a kis haromszogek teriileteinek
szorzataban szerepel, legfeljebb (%)%

A konvex n-szog belsé szogeinek szinuszainak szorzata is benne van a szamlaléban, e szogek 0
és m kozt vannak (radidnban), igy mivel a szinusz fiiggvény e intervallumon konkév (a masodik
derivilt nemnegativ) és nemnegativ, a szinuszok (Gsszege és még inkdbb) szorzata akkor a
legnagyobb, ha egyenléek a szogek. A szogek atlaga "=2

n

m, 1gy a szinuszok szorzata, mely
szerepel a kis haromszogek tertiletei szorzata szamlalojaban, legfeljebb

o () = ()
S11 T ) = Ssin —
n n

(haszndlva a sin a = sin (7 — ) azonossagot).

n
Mivel 0 < 2% < 7, igy 2* > sin 2%, ezért a szinuszok szorzatdnal (2—”) nagyobb. Végiil a
n n n n

kis haromszogek szorzatanak nevezdjében n db 2-es szorzata, 2™ van.
Ebbdl a kis haromszogek teriileteinek szorzatara, S-re teljesiil, hogy

L@

2n ’
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igy az n darab kis haromszog kozt van olyan, amelynek tertilete kisebb ennek n. gyokénél, azaz
van olyan kis haromszog, melynek teriilete kisebb, mint

(5% 16n

16m < 80 miatt ez biztositja a feladat allitasdhoz elegend6 olyan %—nél kisebb tertileti harom-
sz0g 16tét (s6t erdsebb), melynek csiicsai az egységnégyzetbe beirt konvex n-szog csticsai koziil
valok. A feladat allitasat bebizonyitottuk. O

30



Fazekas Matektabor 2020. IX. 21-25.

4. Szamelmeélet

24. feladat (Reimann Kristof)

Legyen az egész szamok egy végtelen sorozata ay, as, ..., a,, ..., melyre teljesiil az, hogy
végtelen sok pozitiv és negativ szam szerepel benne, tovabbd barmely n-re, a sorozat
els6 n eleme teljes maradékrendszert alkot mod n. Belatandd, hogy minden egész szam
pontosan egyszer szerepel ebben a sorozatban.

Farkas Iza megolddsa. Elészor lassuk be, hogy egy szam nem szerepelhet tObb mint egyszer a
sorozatban! Ha a, = a;, akkor egy olyan n esetében, ami nagyobb, mint a és b, nem alkothat
teljes maradékrendszert az els6 n elem, hiszen ekkor

a, =a, modn.
Vagyis még azt kell belatnunk, hogy minden egész szam szerepel ebben a sorozatban.

Nézziik meg, hogy mi lehet az n. tag, ha mar adott az els6 n — 1 tag. A szam n-nel valo
maradéka mar adott, hiszen n-bdl n — 1 lehetséges maradék mar az el6zo tagok miatt foglalt.
Tovabba

la, —ax] <mn

ahol k < n, killonben n vagy egy nala nagyobb szdm maradékrendszerében a,, és a; ugyanazt
a maradékot adna. Szoval a, 1 —n < a, < a,_1 +n, azaz 2n — 1 egymas utani szam koziil
valamelyik lesz a,, kivéve persze, hogy a,_1; mar nem lehet. Lathatd, hogy a tobbi 2n — 2
szam kozott minden m-nel valé maradék pontosan kétszer fordul elo, kivéve a,_; maradéka,
ami egyszer sem. Vagyis pontosan két olyan egész szam van, aminek megfelel6 az n-nel vald
maradéka és a,_1-gyel vald kiilonbsége nem tul nagy.

Nézziik meg, hogy a két szam koziil melyik lehet a,. Tudjuk, hogy a két szam kiilonbsége
n, hiszen ugyanaz az n-nel valé maradékuk. Igy ha a sorozat valamelyik tagja kisebb vagy
nagyobb mindkét lehetséges szamnal, akkor egyikkel valé kiilonbsége nagyobb lesz, mint n,
tehat egyértelmiien a masik szam lesz a megfelel6, ami emiatt a,,_; és egy masik szam kozé fog
esni. Ha nincs ilyen szam, az azt jelenti, hogy mind az n — 1 tag a két lehetséges n. tag kozé
esik, és mivel ezek kiilonbsége n, igy ez n — 1 egymas utani szamot jelent, és barmelyik szam
is lesz az n. tag a ketto koziil, az els6 n tag is egymast koveto szamokbol fog allni. Ha az elso
n — 1 tag koziil mindkét lehetséges szamhoz taldlunk olyat, amivel valé kiillonbsége legalabb n,
akkor a sorozat nem folytathato, tehat ezzel nem kell foglalkoznunk.

Ha a sorozat elso tagja k, akkor a masodik tag k — 1 vagy k + 1 kell, hogy legyen. Kiilonben
egy 2-nél nagyobb szammal val6 maradéka ugyanaz lenne az elsé két tagnak. Ebbol latszik,
hogy mar itt egymas utani tagokbol all a sorozat, ami a késobbiekben is valtozatlan marad.
Hiszen ha az els6 n — 1 tag egymasutani, akkor tudjuk, hogy az els6 n is. Mivel végtelen sok
pozitiv és végtelen sok negativ szam szerepel a sorozatban, igy minden egész szam szerepel a
sorozatban. O
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25. feladat (Rubint Gergd)

Az n és k 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok, és n < 2*.

Bizonyitsuk be, hogy mindig ki lehet valasztani gy 2k darab n-nel nem oszthatd egész
szamot, hogy barhogy is osztjuk szét két halmazba ezt a 2k szamot, valamelyik halmazban
lesz valahdny szam, amelyek 6sszege oszthaté lesz n-nel.

Baski Bence megolddsa. Eloszor tegyiik fel, hogy n nem kettéhatvany. Legyenek a szamaink:

20 91 92 . oR2 okl 4 Q0 90 ol o _ok=3 k-2

Y Y

Ez 6sszesen k + k = 2k darab szam.

Indirekt tegyiik fel, hogy valaki két halmazba tudta osztani ezeket a szdmokba tgy, hogy
egyik halmazban sincsenek olyan szamok, amelyek 0sszege oszthaté n-nel.

Nevezziik elsé csoportnak azt, amelyikbe 2° keriil, igy a kett$ darab —2° a masodik csoportba
kellett keriilnie. Ezek osszege —2° + (—2%) = =21 {gy 2! megint az els6 csoportba, mig negativ
megfeleldje a masodikba keriil, ahol a szdmok Osszege, ezzel —22 lesz. Ez igy fog folytatddni,
hogy mivel a masodik csoportban —2% lesz az 0Osszeg, ezért 2% az els6 csoportba keriil, igy
—2% a masodikba és ez altal az Osszeg —2*t! lesz, tehat a két csoportunk a negativ és a
pozitivak csoportja lesz, de tudjuk, hogy minden szam eléallithat6 2%-ig az ennél kisebb kitevéji
kettéhatvanyok egyszeri felhasznalasaval, tehat ekkor is lesz n-nel oszthatd Osszeg.

Ha n kett6hatvany (legyen n = 2%, ahol « < k), akkor az eddig megoldés csak azért nem
miikodik, mert n-nel nem oszthaté szamokat kért toliink a feladat. Ekkor legyenek szamaink:

20 20 ol 92~ gr=2 gr—l 4 20 90 9ol —Qv3 _9gr—2

) Y VAR Y

Ez o6sszesen (z + 1) + (z + 1) = 2z + 2 darab szdm. Ha x < k — 1, akkor még hozzavesziink
2k — 2x — 2 darab 2°-t.

Itt annyi valtozik, hogy van még legaldbb egy 2°, ami csak az elsé csoportba keriilhet az
elsé 2° tag mellé, a tobbi viszont ugyanaz, igy a két csoport megint csak a pozitiv és a negativ
lehet és a pozitivban az 0sszeg pont az x-nél kisebb kitevoji kettohatvanyok 6sszegénél 1-gyel
nagyobb, ami éppen 2*. O
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