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A Fazekas SpecMat Matektabor feladatai
Kismaros, 2016. szept. 19-23., lejegyezte: Hujter Balint

A kovetkezokben egy Osszedllitas olvashato a tabor legérdekesebb feladataibél és megoldasa-
ibol. A feladatokat a nemzetkozi versenyeken szokasos kategorizalas szerint csoportositottam.
A feladatoknal jeleztem, hogy melyik didk hozta a tdborba; igyekeztem a feladat eredeti forrasat
is jelolni. A hozott feladatokhoz megoldasokat is készitettek a didkok a taborba, az esetek zo6-
mében ezek kertiltek be az 6sszedllitdasba (néhol atdolgozva). Ahol kiiléndsen szellemes masodik
megoldas sziiletett, ott azt is lejegyeztem.

1. Algebra és analizis

Az els6 feladat valdszintliségszamitasbol jon, de a megoldasi modszere erésen algebrai.

1.1. feladat (Glattfelder Hanna). Cinkelt kockdink vannak, szam szerint kettd. Az1,2,3,...,6
szamok kilonbozo wvalosziniséggel fordulnak eld. Lehetséges, hogy amikor eqyszerre guritunk
veliik, a dobott szdmok dsszege egyenld valosziniséggel lesz 2,3,4, ... és 127

Glattfelder Hanna megolddsa. Nem lehetséges. Indirekt tegytik fel, hogy léteznek ilyen kockak.

Jelolje p; ill. ¢; annak a valdszintiségét, hogy az els6 ill. mésodik kockan i-t dobunk (i = 1,...,6).
Ekkor P(az 6sszeg 2) = py - q1 és P(az 6sszeg 2) = pg - g6, 18Y: D1 - q1 = Peds = ﬁ
Annak a valdsziniisége, hogy az Osszeg 7, legalabb pi1qs + peqi, tehit pigs + peqr < %
Ezekbol:
1 1 1 1
P1g6 + Peq1 = 11 <P1p6 +p6pl> > ITh 2
amivel ellentmondasra jutottunk. O

1.2. feladat (Vank6 Mila). Keressiik meg az dsszes olyan f : R — R fiigguényt, melyre

ff(x+y) + f(2) =4z + 2y f(z +y)
minden x,y € R szampdrra. (EGMO 2012, 3. feladat)
Vanké Mila megolddsa. 1. y = 0 helyettesitéssel ad6dik, hogy f(f(z)) = 4z. Ebbdl kovetke-
zik, hogy f fiiggvény injektiv, hiszen ha f(a) # f(b), akkor a = § f(f(a)) = 1 f(f(b)) =b.
2. z = f(0) helyettesitéssel azt kapjuk, hogy 4f(0) = f(f(f(0))) = f(4-0) = f(0), tehat
£(0) = 0.
3. Helyettesitsiink be z = 0-t és y = l-et: f(f(1)) =2
4= f(f(1)) =2f(1), azaz f(1) =2, és igy f(2) = 4.
4. Helyettesitsiink y = 1 —z-et: f(2(1—2)+ f(z)) = 4o +4(1 —x) = 4 = f(2) minden valds
z-re. f injektiv, igy 2 = 2(1 — z) + f(z), azaz f(z) = 2z minden valds z-re.
f(z) = 2x esetén teljesiil az eredti egyenlet, hiszen ekkor

Hf(z+y)+ f(@) =2yf (@ +y) + 2f () = 4o + 2y f(z + ).
Igy az egyetlen fiiggvény, ami megfelel a feladat feltételeinek az f(z) = 2. O

f(1), igy a fentebb belatottak miatt

1.3. megjegyzés. A megoldas kulcsa az volt, hogy az f injektiv voltat észrevegyiik, majd jol
kihasznaljuk. Az y = 1 — z helyettesités mar erre jatszik: igy kaphatunk a jobb oldalon
konstans értéket, amivel az injektivitas jol kihasznalhato.
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1.1. Irracionalis szamok

1.4. feladat (Alexy Marcell). Bizonyitsd be, hogy >™, 272 irraciondlis.
(Roka Sandor: 2000 feladat)

Alexy Marcell megolddsa. A szém kettes szamrendszerbeli alakjaban tetszolegesen sok nulla
lehet egymés mellett a tizedesvesszo utén, és emiatt nem lesz benne ismétlodo szakasz. ]

1.5. feladat (Csitari Néra). Igaz-e, hogy minden irraciondlis szaimnak van olyan pozitiv egész
szamu tobbszordse, amelynek tizedes jeqyet kozott végtelen sokszor szerepel a 0 és 9 szamjegyek
eqyike? (KoMaL N.83.)

Megoldas a KoMaLbol. Megmutatjuk, hogy igenlo6 a valasz a kérdésre. Legyen a a szoban forgd
irracionalis szam, amelyrdl feltehetjiik, hogy pozitiv.

Kiindulasi 6tletiink az, hogy ha két pozitiv tobbszoros megegyezik az n-edik tizedesjegyében,
akkor nemnegativ kiilonbségiik n-edik jegye 0 vagy 9. Valdban, legyenek k < [ olyan egészek,
amelyekre ka és la megegyezik az n-edik tizedesjegyben, mas szoval

[10"ka] = [10™a] (mod 10).
Ekkor a valds szamok korében konnyen ellencrizhetd
(2] =[] -1 <[z —y] < [z] = [y]
egyenlotlenséget az el6zo kongruenciaval egybevetve kapjuk, hogy
[10"(k — l)a] =0 vagy 9 (mod 10).

Mivel a bal oldal nemnegativ, éppen azt kaptuk, hogy a nemnegativ (k — [)a kiilonbség n-edik
tizedesjegye 0 vagy 9.

Ezek utan a skatulya-elv kétszeri alkalmazasaval ériink célba. Eldszor is, mivel egy adott
helyen all6 tizedesjegy értéke egy szamban csak 10-féle lehet, ezért minden n-hez talalhato olyan
1 <k, <, <11 egész szampar, amelyre k,a és [, megegyezik az n-edik tizedesjegyében.

11
Masodszor, a (kn,l,) parokat egy véges, ( 5 ) elemili halmazbdl valogattuk, ezért kell lennie

egy (k,l) parnak, amely végtelen sokszor szerepel. Ekkor ka és la tizedestort alakja végtelen sok
jegyben megegyezik, azaz a fenti észrevétel alapjan (k — )« olyan tobbszorose a-nak, amelynek
jegyei kozott végtelen sokszor szerepel 0 vagy 9. Fzzel a feladatot megoldottuk. O

1.2. Harom tanulsagos egyenlotlenség
1.6. feladat (Bosits Baldzs). Az r és s pozitiv szamok dsszege 1. Mutassuk meg, hogy
r’.ss+rf.s" < 1.

Pap Benedek megolddsa. Irjuk fel a jobb oldalt trikkosen: 1 =7+ s = r! 4 gt = prts 4 grts,
Igy a bizonyitandé egyenlétlenség &tirhato:

0<r" - r’+s-s"—r"-s—=r.s" =" —s")(r"—s°).

Mivel az x — P figgvény szigorian monoton névé, ha p > 0, ezért (r" — s") és (r® — s°)
kifejezések azonos el6jelliek (vagy egyszerre nullak), igy szorzatuk nemnegativ.
Egyenléség pedig csak r = s = % esetben lehet. O
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1.7. feladat (Zolomy Kristéf). Bizonyitsuk be, hogy négy kilonbozd valds szdm kézitt van olyan

ketto: a és b, amelyekre
1+ ab

V14 a1+ b2

>

1
5
(KéMaL B.3358.)

Németh Baldzs megolddsa. Vegyiik észre, hogy /1 +a? és v/1+ b2 éppen az (1,a) és (1,b)
vektorok hossza, mig 14 ab ezen két vektor skaldris szorzata. Ismeretes, hogy ekkor a bal oldali
hanyados éppen ezen vektorok bezart szogének koszinusza.

Legyen most y; < yo < y3 < y4 négy tetszbleges valos szam és legyen O = (0,0) és
P, = (1,y;). Ekkor PLOP,< + P,OP3<t + PsOPy;<t = POPy;<t < 180°, tehat legalabb egy
i € {1,2,3} esetén P,OP, 1< < 60°. Igy az (1,:) és (1,y:11) vektorok altal bezart szogre:
cos(P,OP; 1<) > % O

A kovetkezo feladat megoldasa a rovidsége ellenére sem konnyt, a taborlakoknak csak se-
gitségadas utan sikertlt.

1.8. feladat (Imolay Andras). Legyenek 1, T, ..., x, > —1 valds szdmok, melyekre 31 | x3 =
0. Bizonyitsuk be, hogy 37y r; < 3.

Megoldds. A p(x) = (z+1)(2x — 1)*> = 42® — 3z + 1 polinom nemnegativ, ha z > —1.
fgy 0 < SPoplay) =430 23 -3 v +n = —3Y",x; +n, ami éppen a bizonyitandé
allitast adja.

Erdekes megvizsgalni, mikor van egyenléség. Ehhez minden z;-nek —1 vagy % értéket kell
felvennie, igy a >0 ; 23 csak 9 | n esetén teljestilhet. [

1.9. feladat (Tanari — Fazakas Tinde). Az a,b, c valds szamokra teljesiil, hogy 0 < a,b,c < 1.
Bizonyitsuk be, hogy:

a . b n c
b+c+1 c+a+1 a+b+1

F(1-a)1-b)(1—c) <L

Bukva Baldzs bizonyitdsa. Rogzitsiik a b, ¢ értékét, és tekitsiik a-t valtozéonak. Ekkor az

B T n b n c
S b4c+1 c+z+1 xz+b+1

x Ki
1+K’ z4+1+ K>

K, K1, Ky, K’ konstansok esetén konvexek, és konvex fliggvények Osszege is konvex fiiggvény.

+(1—-2)(1=0)(1-r¢)

fa 10,1 = R, fu(x)

fiiggvény konvex, hiszen a és (1 — z) K’ tipusu fiiggvények tetszileges nemnegativ

Mivel f, konvex, felveszi a maximumat a [0, 1] intervallum valamelyik szélén. Igy az egyen-
16tlenség bal oldaldanak fel kell vennie a maximalis értékét olyan helyen is, ahol a € {0,1}.
Ugyanez elmondhaté b-vel és c-vel is, tehat elegendd az (a,b,c) € {0,1}? 4ltal szolgaltatott 8
esetben ellendrizni az egyenl6tlenséget. O

1.10. megjegyzés. Az

a n b n c
b+c+1 c¢c+a+1 a+b+1

+(1—a)(1—b)(1-c)=1.

egyenloség a kovetkezo esetekben all fenn: a = b = ¢ = 1 vagy ha a harom valtozo kozott
legaldbb kett6 0 van (ekkor a harmadik véltozo tetszOleges 0 és 1 kozti érték lehet). Tehdt az
(a,b,c) € {0,1}> eseteken kiviil is felvétetik az optimum; ez azért lehetséges, mert b = ¢ = 0
esetén az f, fliggvény nem szigortan konvex (hanem konkrétan a konstans 1 figgvény).
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1.3. A Cauchy-féle fiiggvényegyenletrol

A téborba Bege Aron hozta az aldbbi, igen tanulsigos fiiggvényegyenletet (Aronnak a szegedi
Williams Kada ajanlotta a figyelmébe ezt a feladatot):

1.11. feladat (Bege Aron). Melyek azok az f : R — R fiigguények, melyekre f(z +y) =
f(x)+ f(y) minden (z,y)-ra és f(z7) = f(z)7 minden x-re?

A megoldés el6tt érdemes bemutatni a feladat hatterét.

Az fR—=R, f(x+y) = f(x)+ f(y) fuggvényegyenletet Cauchy-féle fiigguényegyenletnek
nevezzilk. Konnyt ellenérizni, hogy tetszéleges ¢ € R konstans esetén az f(x) = c-x alaki line-
aris fiiggvény kielégiti a Cauchy-féle egyenletet. Azonban léteznek mas megoldésok is, amelyek
az un. Hamel-bazisok segitségével konstrualhatok. Ezek konstrukcidjat itt nem részletezziik,
az érdekl6déknek ajanljuk Laczkovich Miklos: Sejtés és bizonyitds [?] cimii kivdlo konyvének
A Cauchy-féle figguényegyenlet cimii fejezetét. Altaldban elmondhaté, hogy a linedris figg-
vényektél kiillonboz6 megolddsok igen furcsak (cstnydk), példaul a grafikonjuk stirii (ami azt
jelenti, hogy az {(x, f(x) : + € R} halmazbdl a koordindtasik minden — tetszélegesen kicsiny —
korlapja tartalmaz pontot).

Annyi azért igaz, és nem is nehéz bizonyitani, hogy a raciondlisakra megszoritva csak a c¢-x
alaku fliggvények johetnek széba, pontosabban:

R

Altaldban egy érdekes kérdés az, hogy milyen pluszfeltételt kell tenniink, hogy mér csak a
linearis fliggvények adjanak megoldast. Néhany ismert példa ilyen pluszfeltételre:

e f folytonos;
e van olyan [a, b] intervallum, ahol f alulrél korlatos';
e f monoton.

A monoton eset bizonyitdsa konnyti, réviden le is frjuk. Tudjuk, hogy ¢ = f(1)-gyel minden
raciondlis szamra f(z) = cx. Ha ¢ > 0, ekkor persze csak monoton nové lehet a fiiggvény.
Indirekt tegyiik fel, hogy valamilyen irraciondlis y szamra f(y) # cy. Ha f(y) < cy, akkor van
olyan 2’ raciondlis szdm, amelyre % fly) <2’ <y, de ekkor f(a') = ca’ > f(y), ellentmondva f
monoton n6vo voltdnak. Hasonléan kezelhet6 az f(y) > cy és a ¢ < 0 eset is.

Aron feladata azt mondja, hogy az . f(z7) = f(z)7 minden z-re” feltétel is kizdrja a nemli-
nedris megolddsokat (a cx alakiak koziil pedig csak azok maradnak meg, ahol ¢ € {—1,0,1})
Azonban miel6tt annak megolddsara térnénk, nézziink egy egyszertibb feladatot.

1.12. feladat. Az

fligguényegyenlet-rendszernek csak két megolddsa van: az identitds (f(x) = x) és a konstans 0
(f(xz) =0).

'Bizonyitasat 1d. itt: [?]
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Bizonyitds. Belatjuk, hogy f monoton nové. Legyen a < b két tetszdlegese valés szam, ekkor
d = /b — a vélasztassal b = a + d?, azaz f(b) = f(a) + d(d?) = f(a) + f(d)?, amibél f(a) <
f(b), ezzel a monotonitast belattuk. Tehat csak az f(z) = f(1) - z alaku fiiggvények lehetnek
megoldasok f(1%) = f(1)? miatt csak f(1) € {0,1} johet széba. O

Most mar kévetkezhet az 1.11. feladat megoldésa.

Williams Kada megolddsa a 1.11. feladatra. Kénnyt beldtni, hogy f(¢r) = ¢f(x) minden ¢

raciondlis szamra (itt nem részletezziik). Ezt felhasznélva, egyrészt:

fle+a)" = (f(2)+ f(@)" = (f(2) +afD),

masrészt:
oo = gt an) = £ (o7 (()ata ) = st +

Azaz minden x és ¢ esetén:

(1(a) + 0 = 1) + ({)ar @)+ 4 GO

Rogzitsiik x-et, mig ¢-t tekintsiik valtozonak, ekkor a két kifejezés, mint g polinomfiiggvénye
megegyezik; ami azt jelenti, hogy egyutthaténként is meg kell egyezniiik. Az elséfoku tag
egyiitthatoinak osszevetésébol adodik, hogy:

Mivel minden pozitiv szam 2% alaki, ezért minden pozitiv szdm azonos eléjelt: mind > 0
vagy mind < 0 attél fiiggoen, hogy f(1) milyen elojelu. Ezért ha z; < xq, akkor f(xs) =
f(z1) + f(xg — x1), ahol x5 — 1 > 0 miatt tudjuk f(zy — x1) elojelét: mindig > 0 vagy mindig
< 0. Mindenesetre f monoton. Ebbdl a mar megismert médon kovetkezik, hogy f(x) = cx
valami ¢ konstansra. Visszahelyettesitve ¢ € {—1,0,1} adddik, igy f(z) = z, f(z) = —=x,
f(x) =0 a harom megoldés.

]
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2. Kombinatorika

2.1. feladat (Nagy David). Lehetséges-e leirni egy sorba az 1,2, ...,10 szdmokbdl 2-2 darabot
gy, hogy az ugyanolyan szamok kozott annyi masik szam leqyen, mint amennyi az értékik?
(Pl. jo leiras 3-ig: 312132.) (Berzsenyis dolgozatfeladat)

A tdborban Kovacs Benedek mondott el az alabbihoz nagyon hasonlé megoldast:

Nagy Ddvid megoldasa. Vegytlink egy tetszoleges leirasi sorrendet. Rendeljiik ehhez a leirashoz
a kovetkezd szamot:

a két 1-es tavolsaga + a két 2-es tavolsdga + ...+ a két 10-es tavolsaga

(tavolsdgon most a kozottitk 1évé szdmok szamat értem). Ennek a szdmnak a paritdsa minden
leirasi sorrendnél ugyanaz. FEz azért igaz, mert barmely sorrendbdl barmelyikbe eljuthatunk
szomszédos szamok felcserélésével és két szomszédos szam felcserélésénél —2-vel, 0-val vagy 2-
vel valtozik a leifrdsi sorrendhez rendelt 6sszeg (attdl fiiggden, hogy a felcserélt szamok koziil
hény jut 1-gyel kozelebb (vagy 1-gyel tdvolabb) a parjahoz). Mivel az 1122334455667788991010
sorozatban ez az 6sszeg 0, minden leirasi sorrendben paros lesz a hozzarendelt 6sszeg. Viszont
ahhoz, hogy egy sorrend teljesitse a feladat feltételeit, 1 +2+ 3+ - -+ 10 = 55-nek kéne lennie
az Osszegnek. Tehat nem lehet igy leirni. O]

2.2. feladat (Harsanyi Benedek). Egy nézd véletlenszeriien kivdlaszt 5 lapot egy 52 lapos francia
kdartyapaklibol. Ezt az 6t lapot odaadja eqy segédnek. A segéd tanulmmadnyozza az 5 lapot és
dtad kozilik egyesével 4-et eqy biivésznek, aki ezekbdl az informdciokbol ki tudja taldlni az 6todik
lapot. Lehetséges-e ez? (folklér)

Harsdnyi Benedek és Szakdly Marcell megoldasa. Lehetséges. A kihtzott 5 lap kozil biztosan
lesz 2 ugyanolyan szinti (kor, kard, pikk, treff). FEzek kozil fogjuk az egyiket megtartani.
Megnézziik ennek a két lapnak az értékét, ezek legyenek A < B (itt bubi, ddma, kirdly, sz
értéke rendre 11,12,13,1).

Ha A+ 6 > B, akkor A-t adjuk tovabb. Ebben az esetben a segédiink tudni fogja, hogy
a megtartott kartya milyen szini, és azt, hogy az értéke 6 féle lehet: A+1, A+2 A+ 3, A+
4, A+ 5, A+ 6. Amennyiben A + 6 < B, akkor B-t adjuk tovabb, igy a segédnek (modulo 13
értve) B+ 1,..., B+ 6 kozil kell kitalalnia A értékét.

A maradék 3 kartyat éppen 3! = 6 féleképpen adhatja at a segéd, azaz egy elére megbeszélt
stratégia alapjan konnyedén lekodolhatd, hogy mennyit kell hozzaadnia, és igy kitalalhatd az
5. lap. O

2.3. feladat (Szakéaly Marcell). Tekintsink egy végtelen negyed-négyzetracsot. A (0,0),(0,1),(1,0)
pontokban borton celldk vannak, és minden celldban 1 rab. Eqy rab arra képes, hogy ha jelenleg
az (i,7) pontban van, és az (i + 1,j) tovdbbd az (i,j + 1) pontokban nincs rab, akkor osztodik,
az (i,7) pontban nem lesz, és a (i + 1,7) és (i,7 + 1) pontokban lesz rab. Létezik-e véges lépés
sorozat, mely utdn nem marad rab a bortonben?

A taborban Bukva Balazs mondott el az alabbival lenyegében megegyez6 megoldast a tab-
lanal:
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Szakdly Marcell megolddsa. Nem létezik ilyen sorozat, indirekt bizonyitunk.

Az (i, j) mez&hoz rendeljiik az 5 szdmot. A rab osztédasi lépése az clfoglalt celldk érté-

kének Osszegére nézve invarians, hiszen Q,%J = 2i+11+j + 2,-+1j+1 = 2i+2j+1.
Most lassuk az egész negyedsik 0sszegét. Az els6 sor: S| = %+%+ i +%—|—. .. = 2. A mésodik
sor: Sy = %+i+%+... = % = 1. A teljes tablazat hasonléanS:2+1+%+i+§+... =4.

A bortonbéli cellak 6sszege s = 1 + % + % = 2. A bortonon kiviili végtelen sok cella 6sszege
tehat Q =5 — s = 2.

Véges sok 1épés utan véges sok rab lesz. Ha sikeriilt kitiriteniink a bortont, akkor a véges
szamu rab altal elfoglalt mezck értékeinek Osszege K < (). Az invariancia miatt K = s < @),
azaz 2 < 2, ellentmondas. O

Bosits Baldzs megoldasa. Indirekt tegyiik fel, hogy ki lehet iiriteni a bortont. Tekintsiink egy
ilyen 1épéssorozatot. Minden mezére irjuk ra, hogy Osszesen hany rab jart valaha az adott
mez6n (hagyta ott a labnyomaét).

Ha egy mezon k£ > 1 ilyen labnyom van, akkor legalabb k — 1-szer osztédast kellett végezni
ezen a mezén. Minden osztodas 1-gyel noveli a labnyomok szamét a téle jobbra és a felette levd
mezén. Igy minden (7, j) mezére igaz, hogy a rajta levd labnyomok szdma legalabb az (i — 1, 5)
és az (i,7 — 1) mez6kon levs ldbnyomok szamanak Osszege —2.

Felhasznalva még azt, hogy a bal alsé 3 cellat teljesen ki kell triteni, a kovetkezo alsod
becslések irhatok a végtelen negyed-négyzetracs bal alsé sarkaba:

11216110
113]6] 6
21413

11211

Figyeljiikk most a f6atlot. Ha az (i,7) mez6n k alsé becslés all, akkor az (i + 1,7 + 1) mezére
legalabb 2k — 4 kell keriiljon. Lathato, hogy igy a féatlon mindeniitt pozitiv egész szamu
labnyom kell legyen, tehat nem lehet elég egy véges lépéssorozat. O]

2.4. feladat (Molnar-Saska Zoltdn). Egy kéralaki asztal koril dsszesen 2n gyerek 4il, n darab
piros és n darab kék poloban. Az a céljuk, hogy a piros polos gyerekek eqgymds melletti n darab
székre keriiljenek (egy félkorben). Eqy lépésben két szomszédos gyerek helyet cserélhet. Keressiik
azt a legkisebb k szamot, melyre igaz, hogy legfeljebb k lépéssel biztosan elérhetik a céljukat!
(sajat feladat)

)

Ha felvaltva vannak a piros és a kékpolos gyerekek, akkor megszamolhatd, hogy sziikség van

Molndr-Sdska Zoltdn megolddsvdzlata. A vélasz péros n-re (%)?, paratlan n-re pedig (%5%)(

legalabb ennyi lépésre. Masrészt, be lehet latni, hogy ennyi lépés mindig elég. Ehhez az a 6
gondolat, hogy mindig kor helyett elég egy lancként gondolni az egészre optimalis esetben —
mert valahol ,szétvaghatjuk” a kort és a vagas mentén soha nem lesz csere. O]

2.5. feladat (Torok Péter). Egy 5 x 5 x 10-es téglatestben adott 2001 pont. Bizonyitsuk be,
hogy ki tudunk kozilik vdlasztani kettét, amelyek tdvolsiga kisebb, mint 0,7. (KoMal A.242.)

Ha fel lehetne bontani 2000 darab olyan téglara a nagy téglatestet, amelyek atméréje leg-
feljebb 0.7, akkor a skatulyelv szerint készen lennénk. Ilyen felosztast azonban senkinek nem
sikeriilt talalnia. Ehelyett egy eggyel triikkosebb skatulyaelvet alkalmazunk.
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Torok Péter megolddsa. Tekintsiik azt a 2001 darab 0,35 sugart gombot, amelyek kézéppontjai
az adott pontok. Ezek térfogatanak osszege 2001 - %” -0, 353 ~ 359, 37.

Ha a téglatest mindegyik lapsikjat 0,35 egységgel kifelé toljuk, akkor az igy kapott téglatest
mar mindegyik gdbmbot tartalmazza. A kibovitett téglatest mérete 5,7 x 5,7 x 10,7, térfogata
5,7%-10,7 ~ 347, 64.

Mivel a kibovitett téglatest térfogata kisebb, mint a gémbok térfogatanak 0sszege, biztosan
van két olyan gomb, amelyeknek van ko6zos belsé pontja. Két metszé gomb kézéppontjanak
tavolsaga pedig kisebb, mint sugaraik 6sszege, 0,7. [

2.1. Kombinatorikus geometria

2.6. feladat (Bursics Balazs). Adott a sikon n+ 1 pont, P, Py, ..., Pn és Q, amelyek kozil
semelytk harom nincs eqy egyenesen. Tudjuk, hogy barmelyik két kilonbozo P, P; ponthoz taldl-
haté olyan Py, pont, hogy Q a P;P; P, hdromszdg belsejében van. Mutassuk meg, hogy n pdratlan

szam.

(Kurschak 1983/3.)

Megoldas. A megoldashoz a feltételt atfogalmazzuk.

Megmutatjuk a kovetkezot: Ha A, B és Q

nem egy egyenesen levé pontok, akkor sikjuk-

nak azokra és csak azokra a C' pontjaira tartal-

mazza az ABC haromszog belsejében a () pon- D 4‘

tot, amelyek az AQB< konvex sz0g csucsszog- ’ “ o
A

tartomanyanak belsejében vannak.

Valéban, ha @) a haromszog belsejében van, akkor C az AQ) egyenesnek a B-t nem tartalmazd
partjan van, a BQ egyenesnek pedig az A-t nem tartalmazé partjan. Igy C' a két félsik kozos
részében, tehat az allitasban szerepld szogtartomanyban van. A konvex szogtartomanyrol van
sz0, tehat arrol, amelyik barmely két pontjaval azok 0sszekotd szakaszat is tartalmazza, miutan
a félsik konvex tartomany és konvex tartomanyok kozos része is konvex. Forditva, ha C' a
mondott szogtartomanyban van, akkor a C'QQ egyenes (Q-n tuli meghosszabbitasa metszi az AB
szakaszt egy bels6 D pontjaban. A CD szakasz az ABC' haromszogben van, tehat annak @)
belsé pontja a haromszog belsé pontja.

Most visszatériink az eredeti feladathoz. A P;Q egyenes egyik, mondjuk jobb partjan levo
pontok szamat (Pj-et nem szdmitva) jeloljiik r-rel, a bal parton levéket s-sel. A jel6lést, ha kell,
valtoztassuk meg gy, hogy a jobb parton a P, ..., P..; pontok legyenek, mégpedig gy, hogy
PQP<x < PIQP3<1t < ... < PIQP, 1<t < 180° teljestljon. A P,Q és P, 1Q félegyenes Q-n tuli
félegyenesei kozti szogtartomanyok a bal parton vannak és a kiilonbo6z6 i-khez tartozoknak nincs
kozos pontjuk. Minden ilyen tartomanyban van legalabb egy a bal parti pontok koziil, mert a
P;, P, 1-hez megfelel6 P, pontoknak segédtételiink szerint itt kell lennitik. A szégtartomanyok
szama 1, igy r < s. A bal és jobb part szerepét felcserélve ugyanigy azt nyerjik, hogy s < r.
gy az osszes P, pontok szdma: n = r + s + 1 = 2r + 1, tehat paratlan szdm, és ezt kellett
bizonyitanunk. O
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2.7. feladat (Zahorsky Akos). Adott eqy szabdlyos hdromszog. Fel lehet-e osztani legaldbb
10000 részre gy, hogy egyetlen egyenes sem megy dat 26 vagy tobb részen?
(Szlovakiai levelezGs verseny)

Zihorsky Akos és Molndr-Sdska Zoltdn megolddsa. Igen, fel lehet igy osztani.

A kovetkezékben megadunk egy jo konstrukciét. Vagjuk le a haromszog csucsait gy, hogy
egy konvex hatszoget kapjunk (szabalyosat, aminek 3 oldala illeszkedik az eredeti oldalakhoz).
Ennek a hatszognek is vagjuk le a csticsait... egészen addig vagdossuk igy le a csticsokat a 3- 2"
szogekrdl, amig kézépen egy 3 - 212 sz0g nem marad. Ez dsszesen 3(1 4+ 2 + 4 + ..21) +1 =
3(2'%2 — 1) + 1 = 12286 > 10000 rész.

Most ellenérizziik, hogy valéban legfeljebb 25 részen megy-e 4t barmilyen egyenes. Az
egyszerre levagott haromszogek koziil nyilvan legfeljebb 2-t metszhet el, és a kozépen 1évo
3 - 212-sz0get is atmetszheti 1-szer. Ez dsszesem legfeljebb 2 - 12 + 1 = 25 rész. O]

2.2. Grafelméleti feladatok

2.8. feladat (Nagy Abel). Artar kirdaly udvardba hivatalos vendégségbe néhdny lovag. Bdrmely
két lovag vagy bardt, vagy ellenség (a viszonyok kélcsondsek, az idé maldsdval nem vdltoznak).

Eqgy kordbbi vendégség sordn ugyanezek a lovagok le tudtak ilni két asztal mellé gy, hogy
az eqy asztalnal ilok mind bardtai voltak eqgymdsnak.

A mostani vendégség sordn a vendégek egyesével érkeztek meg. Erkezésik utdn minden
érkezo ledilt az eqyik olyan asztalhoz, ahol nem 1ilt ellensége; az ilyen asztalok kozil azt vdlasztva,
ahol a legtobb bardtja ilt (ha egyetlen megfelelé asztal sem volt, akkor az érkezd természetesen
uj asztalhoz 1ilt). Igy 6sszesen 12 asztal mellé iltek le lovagok.

Legaldbb hany lovag érkezett a vendégségbe?
(Arany Déniel verseny 2013 /haladék/I11/dénté.)

Nagy Abel megolddsa. Rendeljiink a lovagokhoz és az ellenségekhez egy grafot: a lovagok a
csucsok, az ellenséges lovagok csucsait Osszekotjiik. Mivel a cstcsok két csoportra bonthatok
ugy, hogy egy csoporton beliil ne legyen él, ezért a graf paros graf. A két asztalnal 1ilé lovagok
halmazai legyenek A = {A4;,A,2,...,A,} és B={B1,Bs,...,Bn}.

Azt fogjuk megmutatni, hogy legalabb 22 lovag érkezett a vendégségbe. Ehhez el6szor
konstrukciét fogunk mutatni n = m = 11 lovagra. Egy teljes paros grafbdl toroljik ki az
A1B1,A3Bs, ..., A1gBig éleket. A lovagok érkezzenek Ai, By, As, Bo, ..., A1, By sorrendben.
Ekkor a lovagok valéban 12 asztalhoz iiltek le:

1. Ay és By az els6 asztalhoz tilnek mert baratok;

2. As és By a masodik asztalhoz tilnek, mivel mindkettejiiknek van ellensége az elsé asztalnél
és egymas baratai;

10. Ajg és By a tizedik asztalhoz tilnek, mivel mindkettejitknek van ellensége az elsé kilenc
asztal mindegyikénél és egymas baratai;

11. Aj; a tizenegyedik asztalhoz iil le, mivel az els6 tiz asztal mindegyikénél il ellensége;

12. By atizenkettedik asztalhoz il le, mivel az els6 tizenegy asztal mindegyikénél iil ellensége.

9
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Most azt is belatjuk, hogy a lovagok szama legalabb 22. Legyen a tizenkettedik asztalhoz
leiil6 egyik lovag B-beli (az altaldnossig rovasa nélkil feltehetjiik ezt). Mivel a tizenkettedik
asztalhoz 1lt le, ezért az els6 tizenegy asztal mindegyikénél il A-beli lovag, azaz n > 11. Ekkor
a tizenegyedik asztalnal is 1l egy A-beli lovag, ezért az elsé tiz asztal mindegyikénél kell, hogy
iilljon B-beli lovag. Vagyis m > 11, mivel a tizenkettedik asztalnal is il egy B-beli lovag. Tehat
a lovagok szama m +n > 22. O]

2.9. feladat (Kovics Benedek). Nevezziink egy egyszerti grifot szépnek pontosan akkor, ha
teljesiil rda az aldbbi feltételek mindegyike:
(1) nincsen 0 foki pontja,
(2) létezik két olyan pontja, amelyek kilonbozd fokiak, és nincsenek éllel dsszekitve,
(3) két pont kézitt pontosan akkor van €l, ha fokszamaik eqymdshoz relativ primek.
Mi az a legkisebb n, amelyre [étezik n csicsi szép graf?
(Nagy Kartal feladata)

Kowvdcs Benedek megolddsa. A legkisebb lehetséges csiicsszam 12.

Egy 12 csticsbol allo példa fokszamai: 6, 7, 7, 7, 7, 7, 8, 8, 8,9, 9, 11. Lathaté, hogy ez
jo konstrukecié, minden csticshoz a fokszamaval megegyezo szamu relativ prim fokszamua mésik
csicsot taldlunk, és a (2) feltétel is teljestl (példaul a 6 és 9 foku pontok 1étezése miatt).

Belatjuk most, hogy legfeljebb 11 cstucsi szép graf nem létezik. Tegytik fel, hogy mégis van
ilyen.

Egy ilyen grafban nem lehet 1 foki pont. Az 1 ugyanis minden pozitiv egészhez relativ
prim, igy a (3) feltétel alapjan ez a csics mindegyik masikkal 6ssze lenne kotve. Mivel az 1
foku pont 1 ponttal van 0sszekotve, ez alapjan a grafban 2 pont lenne, mindketté 1 foku, erre
a grafra azonban a (2) feltétel nem teljestilne.

Minden fok tovabbé legfeljebb 10 (mivel < 11 cstics van). Igy a lehetséges fokszdmok 2-t6l
10-ig terjednek.

A (2) feltétel azt jelenti, hogy van 2 olyan cstcs, melyek fokszamai kilonbozéek és nem
relativ primek.

Most belatjuk, hogy a grafban nem létezhet egyszerre két olyan pont, melyek fokszamai
kilonbozok, de pontosan ugyanazokat a primtényezoket tartalmazzak. Tegyiik fel, hogy mégis
létezik két ilyen fokszdmu pont, A és B, melyre tehat deg(A) # deg(B) és minden p primre
pldeg(A) < p|ldeg(B). Ekkor minden x pozitiv egészre igaz lesz, hogy (x,deg(A)) = 1 <
(x,deg(B)) = 1, és igy A és B pontosan ugyanazokkal a csicsokkal lesznek osszekotve, igy
fokszamuknak azonosnak kellene lennie, ami ellentmondas. Emiatt nem lehet egyszerre tobb
fokszdm a grafban a {2,4, 8}, valamint a {3,9} halmazokbol.

Ha a grafban nem lenne sem 6, sem 10 fokszdmu pont, akkor minden fok a {2,3,4,5,7,8,9}
halmazbdl keriilne ki, de mivel ebben csak primhatvanyok szerepelnek, és egy prim hatvanyai
koziil csak legfeljebb 1 szerepelhet, ekkor barmely két kiilonboz6 fokszam relativ prim lenne
egymashoz, ami a (2) feltételnek ellentmond. Igy szerepel 6 vagy 10 foku pont.

10 fokt pont viszont csak tugy lehet, ha 11 pont van, és a 10-es minden mas ponttal Ossze
van kotve. Ekkor minden més pont foka a 10-hez relativ prim, tehat a {3,7,9} koziil kertl ki,
de ekkor nem lehetne a (2) feltételnek megfelel$ két cstcs, hiszen a 3 és 9 fokok koziil csak az
egyik lehet, minden mas fokszam-par pedig relativ prim lenne egyméshoz. 10 foka pont igy
nem lehet. Tehat kell lennie 6 fokunak.

Ekkor 2 foki pont nem létezik: ha mégis lenne, akkor a 2 foktd pont minden olyannal 6ssze
lenne kotve, amivel a 6-os, mivel tetszoleges n-re (n,6) =1 = (n,2) = 1. Emiatt viszont a 2-es
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pont foka legalabb annyi lenne, mint a 6-osé, ellentmondas. Ugyanigy nem lehet sem 3-as, sem
4-es fok. A graf fokszamai igy az {5,6,7,8,9}-b6l kertilnek ki.

Ha most minden i-re az ¢ foki pontok szamat a;-vel jeloljiik, akkor a 6 fok ponttal szom-
szédos pontokat felirva 6 = a5 + ar.

Tegyiik fel most, hogy sem 8-as, sem 9-es fok nem létezik. Ekkor minden fok a {5,6,7}
koziil keriil ki, de ekkor a (2) feltétel nem teljestilhetne (a halmaz barmely két eleme relativ
prim). Igy vagy 8-as, vagy 9-es fok létezik.

Ha van 8-as foku pont, akkor arra felirva 8 = a5 + ay + ag, tehat 8 = 6 + ag, igy ag = 2. Ha
pedig van 9-es foki, akkor arra 9 = as + ay + as = 6 + ag, amibél ag = 3. Igy mindkét fajta
pont 1étezik, 8-ashdl 3, 9-esbol pedig 2 van.

Ekkor ha létezik 5-0s pont, akkor 5 = ag + a7 + ag + ag. Azonban 6-os 1étezik, igy ag > 1,
és tudjuk, hogy ag + a9 = 3+ 2 = 5, igy ag + a7 + ag + ag > 6, ellentmondas. 5-0s igy nincsen.

Ha létezik 7-es, akkor 7 = a5 + ag + ag + ag = 0 + ag + 3 + 2, amibdl ag = 2. A 9-
esre felirva ekkor 9 = a5 + a7 + ag = 0 + a7 + 3, amibdl a; = 6, de ekkor a pontok szama
ag+ a7+ ag+ag =2+ 6+ 3+ 2 =13, ami til sok. Tehat 7-es nem létezik, igy viszont a 9-esre
felirva 9 = a5 + a7 + as = 0 + 0 + 3, ellentmondas. Igy 12-nél kevesebb csticst szép graf nem
létezik.

m

2.10. feladat (Balint Martin). Bizonyitsuk hogy eqy n cstcsi egyszerid grafnak, ha nincs benne

pdros kor, mazimum 2(n — 1) éle lehet. (folklor)

Janzer Lili megolddsanak vizlata. (Feltehetd, hogy a graf osszefiiggd). Legyen r egy tetszéleges
csucs és végezzink a grafban szélességi keresést r-bol. Jelolje F' a megtaldlt fa éleit, mig F
az ezen kiviili éleket. F' éleinek szama n — 1. A szélességi keresés tulajdonsagai miatt E élei
legfeljebb egy szintet lépnek. De egy 1 szintet 1ép6 él rogton adna egy péaros kort (az él két
végétdl a kozos 6siikig haladd utak és az él egyiitt ilyet alkot), igy minden él csak szinten beliil
haladhat. Azonban minden v cstcsbdl legfeljebb 1 szinten beliili él haladhat, mivel ha v-be és
vo-be is menne ilyen, akkor a v1-bol és a v9-bol a kozos Osiikbe vezetd at és a vy ill. vvy élek
egyiitt paros kort adndnak. Igy F minden éle szinten beliil halad és lefog két szintbeli cstcsot,
{gy E-nek nem lehet §(n—1)-nél tébb éle (a —1-et az okozza, hogy r-bdl egyéltaldn nem mehet
szintbeli él). O

2.3. Chip-firing

2.11. feladat (Tanari — Hujter Bélint). Egy asztal koriul n ember l, akik kézott valahogyan
szétosztunk n — 1 korongot. Fzutdn a jatékosok a kovetkezd szabdly szerint cserélgetik eqgymds
kézt a lapjaikat: ha létezik olyan jatékos, akinél legalabb két korong van, akkor valamelyik
ilyen jdatékos dtad egy-eqy korongot a két szomszédjinak. Bizonyitsuk be, hogy bdarhogyan is
cserélgetnek, elobb-utobb minden jdatékosndl legfeljebb eqy korong lesz.

(Kiirschak verseny, 2006/3.)

Janzer Lili megoldasa. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy a kivant allapot soha nem all
el6, azaz a jaték soha nem ér véget. A lehetséges helyzetek szdma véges, igy mindenképpen lesz
olyan jatékhelyzet, ami tobbszor is eloall. Jeloljon egy ilyen ismétlodo helyzetet H, és tekintsiik
a jaték lefolyasat H els6 két elofordulasa kozott.

Jelolje r, hogy legfeljebb hanyszor osztott egy jatékos ez id6 alatt. Ha egy r-szer oszto A ja-
tékos mellett tilne egy r-nél kevesebbszer osztd B jatékos, akkor A-nak kevesebb korongja lenne
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a végén, mint volt az elején (hiszen 2r korongott adott ki a kezéb6l, mikozben szomszédaitol
legfeljebb r + (r — 1)-et kaphatott). Igy minden jatékos pontosan r-szer osztott a H elsé két
el6fordulasa kozott.

A H helyzetben még nem allt meg a jaték, tehat kell legyen legaldbb két jatékos, akinél
nincs korong (kiilénben n — 1 embernél oszolna el az n — 1 korong és igy mindenkinél csak
1 lehetne). Azt fogjuk bebizonyitani, hogy ha H-ban egy korong nélkiili embertél elindulunk
éramutatd koruljarasa szerinti irdanyba, akkor elobb fogunk taldlni valakit, akinél legalabb 2
korong van, mint valakit, akinél O van. Ebbdl az kovetkezik, hogy 2 vagy tébb korongti emberbdl
legalabb annyi van, mint 0 korongubdl, igy az egy fore jutoé korongok atlagos szama legalabb
1, ellentmondva a Osszes korong szamanak.

Vegyiink most egy tetszéleges, H-ban korong nélkiil levé embert, jelolje Ay, tole 6ramutatd
iranyban elindulva az embereket sorra A, As, ..., Ag, ahol Ay a kévetkez6 korong nélkili ember.

Egy H-ban korong nélkiili jatékosnak mindkét szomszédjanal késobb kellett megtennie utol-
s0, r-edik osztasat. Kozvetlentl az r-edik osztasa elott ugyanis a nala levé korongok szama
xp +x; — 2(r — 1) > 2, (ahol z, és x; jeloli, hogy a bal- ill. jobbszomszédja hanyszor osztott
addig); ez pedig csak z, = x; = r esetén lehetséges.

Ebbol egyrészt kovetkezik, hogy Ay és Ax nem lehetnek szomszédosak, azaz k > 1. Masrészt,
igy kell lennie egy olyan A; embernek, aki mindkét szomszédjanal, A; 1-nél és A;,1-nél is
hamarabb tette meg r-edik osztasat. Ahhoz, hogy A; az r-edik osztasat elvégezhesse, H-ban
legalabb 2 korong kellett legyen nala, hiszen az r-edik osztasa végére — multiplicitassal szamolva
— mar a 2r-édik korong is elhagyja a kezét, pedig kordabban legfeljebb 2(r — 1)-et kaphatott
szomszédaitol. Tehat valoban hamarabb talaltunk valakit, akinél legalabb 2 korong van, mint
valakit, akinél 0 van.

[]

Bursics Baldzs, Molndr-Séska Zoltén és a Lakatos Addm—Pap Benedek csapat is megoldotta
a feladatot, az 6 megoldasuk kulcsa a kévetkezo lemma volt.

2.12. lemma. FEgy adott kezdohelyzetbol indulva a jaték vagy minden lejatszasndl véget ér véges
sok lépésben, vagy minden lejatszasndl végtelen sokdig tart.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy egy H korongkiosztasbol indulva egyféle lejatszassal véget
ér a jaték, mig egy masikkal folytatodik a végtelenségig.

Egy lejatszast egyszertien leirhatunk azzal a sorozattal, amilyen sorrendben az egyes jaté-
kosok osztottak. Legyen most a H-bdl inditott véges jaték ilyen sorozata xi,ws,...,z; (ami
tehat a t-edik osztds utdn leallt, mindenkinél max. 1 korong van); mig a végtelen jaték ilyen
sorozata yi, Y2, - . ..

Az z; sorozat elemeinek feleltessitk meg y; sorozat elemeit a kovetkezéképpen. Ha z; a
k-adik olyan elem (k =1,2,...) a sorozatdban, ahol az A jatékos oszt, akkor a pérja legyen az
y; sorozatban a k-adik olyan elem, ahol A ember oszt. Lehetséges, hogy néhdny z;-nek igy nem
lesz parja, de ez nem baj. A skatulyaelv miatt y;, s, ..., 411 kOzOtt biztosan lesz olyan, akinek
nincs parja, a legkisebb indexti ilyet jelolje vy, és legyen B az az ember, aki ys lépésben oszt.
Azt allitjuk, hogy B tudna osztani az x1, xs,...,x; osztassorozat utan is, azaz ekkor legalabb
2 korong van néla ekkor. Valéban,

e cgyrészt B pontosan annyiszor osztott xq, o, . . . , x; osztassorozatban, mint yi, yo, . .., Ys_1-
ben;
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e masrészt mindenki mas legalabb annyiszor osztott i, x», ..., x; osztassorozatban, mint
Y1, Y2, - - - 7ys*1_ben;

és igy B embernél legalabb annyi korong kellett legyen az x1, o, . . ., x; osztassorozat végeztével,
mint az Yy, Yz, - - ., Ys—1 0sztassorozat utdn. Utdbbi végén legaldbb 2 korong volt néla (hiszen
rogton tudott osztani): igy ellentmondashoz jutottunk, az xq, xs, . . ., z; osztéssorozat végén is
van olyan jatékos, akinél legalabb 2 korong van; igy az a jaték sem allhatott meg. O]

A lemma utan mar lényegesen kénnyebb dolgunk van, elég egy konkrét lejatszast mutatni,
ami mentén véges sok 1épésben véget ér a jaték (tobbféleképp lehet ilyet megadni, ezt itt most
nem részletezziik).

2.13. feladat. Most n korongot osztunk szét az asztal koril ilo n ember kézott. Hogyan lehet

gyorsan eldonteni, hogy véges sok osztds utdn véget ér-e majd a jaték, vagy a végtelenségig
folytatodik?

Chip-firing néven ismert a jaték altalanosabb, grafokon jatszott valtozata. Itt a jatékosok
egy graf csucsaiban iilnek, mindegyikiitknél nemnegativ egész szamu korong (,,chip”) van. Egy
jatékos akkor oszthat (,,l6het”), ha legalabb annyi korongja van, mint az éltala elfoglalt grafbéli
csucs fokszama. Ilyenkor minden él mentén atad egy-egy korongot az él masik végén 1ld
jatékosnak.

2.14. feladat. A G grafon chip-firing jdtékot jatszunk. a) Bizonyitsuk be, hogy ha kevesebb
korongot osztunk ki a jatékosok kiozétt, mint ahdny éle van G-nek, akkor a jaték biztosan ledll
véges sok lépésben. b) Mutassuk meg, hogy élszamnyi koronggal mdr lehetséges gy jdtszani
(alkalmasan vdlasztott kezddhelyzettel), hogy soha ne érjen véget a jaték.

A feladatrol egyébként részletes és érdekes irds olvashaté a KoMalL 2007 /2. szaimaban. Akit
még mélyebben érdekel a téma annak ajanlom Bjorner, Lovasz és Shor Chip-firing games on
graphs cimi remek cikkét: http://www.cs.elte.hu/~lovasz/morepapers/chips.pdf.
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3. Geometria

3.1. feladat (Barabds Abel). Az ABC hdromszog A-bdl induld magassdgdnak talpontja D.
Legyenek E és F' eqy, a D ponton dtmend egyenesnek olyan - D ponttol kiilonbézé pontjai -

amelyekre AE merdleges BE-re, AF merdleges CF-re. A BC és EF szakaszok felezopontja
M, illetve N. Bizonyitsuk be, hogy AN és M N merdlegesek.

Barabds Abel megolddsa . AFC és AEB haromszogek hasonléak. Biz.: Mindkett8jitknek van
derékszoge, és FCA< = FDA<, EDA< = FBA<, mert azonos ivhez tartozoé keriileti szogek és
FDA< = EDA<. Az oldalak aranyainak vizsgalataval kijon, hogy ABC' és AEF haromszogek
is hasonlok. AN szakasz az AEF haromszog sulyvonala, igy AN/AM = AE/AB. MAN< =
BAE<, mivel NAE<< = MAB<. Tehat a M AN és BAFE haromszogek hasonlbak, igy AN és
MN merélegesek. [

3.2. feladat (Németh Balézs). Legyenek az ABC' hdromszog AB, BC és C'A oldalan Cy, Ay és
By olyan belsé pontok, amelyre AB, — ACy = CAy — CBy = BCy, — BA;. Legyenek az AB,C1,
BC1 Ay és C' Ay By hdromszdgek beirhato koreinek kozéppontja rendre L4, Ig és Io. Bizonyitsuk
be, hogy az I, Ip és I pontok koré irhato kor kézéppontja megegyezik az ABC hdromsziogbe
irhato kor I kozéppontjdval.

A taborban Pap Benedek mondta el a tablanal a megoldést, ami lényegében megegyezett a
most kovetkezd megoldéssal:

Németh Baldzs megolddsa. Legyenek az ABC haromszog beirhaté korének érintési pontjai az
AB, BC és C A oldalakon rendre Cy, Ay és By. Jeloljiik a haromszog oldalait a szokasos modon,
valamint legyen ABy = x, CA; =y és BC} = z.

A feladat feltétele szerint:

r—(c—2) = y—(b—1x)
y=(-1) = 2 (a-)
z—(a—y) = z—(c—2)
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Az egyenletrendszer két fiiggetlen egyenletbdl all. Megoldésa:

y=r+a—c
z=x+a—2>

Vegyiik észre, hogy:

AB1+AC, =2 +c—z2=b+c—a=ABy+ ACy
B01+BA1:C+CL—b:BA2+BOQ
CA1+CBlza+b—C:CA2+CBQ

Innen latszik, hogy: A1 A = B1 By = C1Ch.

Azt fogjuk a tovabbiakban igazolni, hogy a By, Cy, Ay, 14, Ip és Ic mind egy korén vannak,
és azt, hogy az A; B1C haromszog koré irhatd korének kézéppontja az I pont. Eme két allitas
egytttese elegendd a feladat megoldasahoz.

Vegytik észre el6szor is, hogy az [ A1 Ay, I By By és 1C,C5 haromszogek egybevagd derékszogi
haromszogek, hiszen A1 Ay = B1By = C1CYy, és [Ay = IBy = IC5, valamint az érintés miatt
derékszogek vannak. Emiatt 1A, = IB; = IC}, tehat az A; B;C; haromszog koré irhaté kor
kozéppontja az I pont. Szimmetria okokbdl elég annyit igazolnunk, hogy az I 4B; A1C négyszog
htrnégyszog, amihez az kell, hogy: B114C1<t + C1 A1 B1<t = 180°. Ha az A csticsnal 1évé belsd
szoget a-val jeloljik, akkor: By [4Ci<t = 90°+ 5. A kertileti és kozépponti szogek tétele szerint:
BiAC<q = BUIGE . Mivel BiIBy<t = C11C,<, azért BiICi<t = BolCo<t = 180° — a, és {gy
B1ACi<t = 90° — 5. Tehat B1I,Ci1<<+ C1 A1 Byt = 180°. m

3.3. feladat (Szarka Almos és Zahorsky Akos). Az ABC hdromszigben |BC| = 1 és BC
oldalon pontosan egy olyan pont van, amire |DA|?> = |DB|-|DC|. Hatdrozzuk meg a hdromszig
keriletének dsszes lehetséges értékét! (Szlovak Matematikai Olimpia 2016)

A megoldas fontos eszkoze a Stewart-tétel.

3.4. tétel (Stewart-tétel). Az ABC hdromszég BC' oldaldn adott D pontra BD = m, DC = n,
AD = d. Bizonyitsuk be, hogy
b’m + ¢*n = a(mn + d?)

3.5. megjegyzés. Konnyen megjegyezhetd, mert: man + dad = bmb + cnc, avagy ,A man and
his dad puts a bomb in a sink”. A tétle egyébként koszinusz-tételek segitségével bizonyithato.

Szarka Almos megolddsa. Legyeg BAD< = oy és CAD<{ = o] Ekkor az eredeti 6sszefiiggést

a szinusztétel szerint atirva:

|DA|  |DC| sinag  siny
|DB|  |DA] sinff sinas

<= sinay - sinagy = sin 3 - siny

Ebbdl tudjuk, hogy a megfelelo D pont csakis az A-bdl induld szogfelezé talppontja lehet,
hiszen az o # ay esetben felvehetnénk azt a D’ pontot is a BC' oldalon, amelyikre AD’ éppen
az AD tikorképe az A cstics belsé szogfelezbjére (azaz BAD'<< = ay és CAD'< = ay), és ez
szintén teljesitené a feltételt?.

2Erdemes megjegyezni: ez a D’ éppen a D cstcs izogondlis konjugdltja.
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[rjuk fel a hdromszogre a Stewart-tételt (az oldalakat a szokdsos médon, DA-t d-vel, DB-
t,DC- t m-mel, n-nel jelolve): a(d? + mn) = mb* + nc?. Felhasznélva, hogy a feladat feltétele
szerint d?> = mn, ez ekvivalens:

b2 2
20 = — + C—.
n o m
Most kihasznaljuk, hogy szogfelezététel és a = 1 miatt n = ﬁ és m = 3=, amibdl:
v? c? 9
2=—+-—=2=b-(b+c)+tc-(b+c)=(b+c)> =V2=b+c

btc b+c

Tudjuk, hogy a = 1, igy k = a + b+ ¢ = 1 ++/2. Ehhez az értékhez létezik is megfelels
konfiguracié, példaul a (1,\% , %) oldalakkal rendelkez6 derékszogli haromszoghen ez konnyen
ellendrizheto.

Tehét egy ilyen haromszog keriilete csak 1 4++/2 lehet. O

3.1. Két szép feladat, ahol a Feuerbach-kor segit a megoldasban

3.6. feladat (Kovécs Kitti). Legyenek az ABC' hdromszog hozzdirt kéreinek kézéppontjai O, Oy
és O, beirt korének kozéppontja I, koré irt korének sugara R. Legyen tovdbbd az Oy pontbol az

AB egyenesre és az O, pontbol az AC' egyenesre dllitott merdlegesek metszéspontja Ay. Mutassuk
meg, hogy A1l = 2R. (KoMalL B.4248.)

A taborban Harsanyi Benedek mondott el erre egy igen 6tletes megoldast (amely lényegében
megegyezett Kovacs Kitti megoldasaval).

A megoldas az alabbi harom észrevételen
alapul:

(i) Ay az 0,0.1 kor kozéppontja.

(i) OyO.1 és 0,040, korok sugara meg-
egyezik.

(iii) Ou0,0.A haromszog Feuerbach-kore
éppen az ABCA korilirt kore.

Ez a harom észrevétel egyitittesen éppen
elegendd. (i) értelmében ugyanis A;I ép-
pen az OO I kor r sugaraval egyezik meg.
(ii) miatt O,0,0. kor sugara is r, aminek
(iii) miatt éppen a fele R.

Most bizonyitsuk egyenként az allitasain-
kat. Az ABC haromszog szogeit jelolje a

szokasos modon «, 3, 7.

(i) bizonyitdsa: Egyszeri szogszamolassal megallapithat6, hogy: OpI0.< = 90°+5, O.A10p<t =
180° — a, 00 A1 = O.O0pA1<0 = 5. Emiatt OyA; = O Ay, és az {gy 1étezé A, kozépponti
Op-n és O, atmenod koron [ rajta kell legyen a keriileti és kozépponti szogek tétele szerint. [
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(i) bizonyitdsa: Kiszdmolhat6, hogy O.0,0,< = 90° — «, azaz az O.0, ivhez ugyanakkora
keriileti szog tartozik az O,0,0, koron, mint az O,OCT kéron, tehat a két kor sugara megegye-
zik. O]

(177) bizonyitdsa: Mivel az egy csicsnal levd belsé és kiilso szogfelezék merdlegesek egymadsra, az
ABC éppen a talpponti haromszoge az O,0,0,. haromszognek. A talpponti haromszog korilirt
kore pedig éppen a Feuerbach-kor. O

3.7. feladat (Németh Baldzs). Az ABC hdromszog beirt kore a BC, CA és AB oldalakat
rendre az Ay, By és Cy pontokban érinti. Bizonyitsuk be, hogy az ABC' hdromszdg kéré irhato
kor O kozéppontja rajta van az Ay B1Cy hdromszdég Fuler-egyenesén.

A feladat megolddsa mar kénnyen fog kovetkezni az alabbi tételbol.

3.8. tétel. Erintse az ABC hdromszig beirt kire az oldalakat rendre A, By, Cy pontokban. Ha
ABC korilirt korét invertdljuk a beirt korére, akkor éppen A1 B1Cy Feuerbach-kérét kapjuk.

Németh Baldzs bizonyitasa. Jeloljik az
e az ABCA Kkoriilirt korét k-val, kozéppontjat K-val.
e az ABCA beirt (egyben A; B;Cy koriilirt) korét i-vel, kézéppontjat [-vel.
o az A B,C A Feuerbach-korét f-fel, kozéppontjat F-fel.

Azt kell tehat belatnunk, hogy k inverze i-re éppen f. Jelolje az i-re vald inverzi6 transzforma-
ciéjat Z(-).

Legyenek A,, By és Cy az A1 B1C1 haromszog Ay, By és C csucsaival szemkozti oldalainak
felez6pontjai. Ekkor f az A;ByCy haromszog koré irhatd kore lesz.

Most belatjuk, hogy Z(As) = A. Az AC,IB; négyszog deltoid, hiszen AC, = AB; (érinték)
és ICy = I By (a beirt kor sugarai). Ennek Al szimmetriadtloja felezi a masik B;C} atlét, ezért
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Al és B1C} metszéspontja As. Masrészt AC|IB; négyszog hiurnégyszog is, hiszen AC 1< =
I By A< =90°.

Amikor invertadljuk a B;C} egyenest i-re, By és C; fixpontok, a kép igy az I B;C; kor lesz.
Mi lesz az Ay képe? Nyilvan rajta lesz az I B1C} koron, de ezen feliil az [ A egyenesen is rajta
lesz, mivel az Z-nek fixegyenese. Tehat Ay képe IB;Cy kor és I A egyenes (I-tél kiillonbozo)
metszéspontja, ami AC|I By hirnégyszog volta miatt éppen A.

A | demokrécia nevében” Z(By) = B és Z(Cy) = C'is teljesiil, ami egytitt azt jelenti, hogy
Z(f) =k, azaz f és k egymads inverzei i-re nézve. O

A 3.7 feladat bizonyitisa a tétel segitségével. Az A;B,C) haromszog Fuler-egyenese éppen az
IF egyenes. [F egyenesre, mint tengelyre szimmetrikus az f kor, igy mivel [ az inverzid
kézéppontja, a k = Z(f) kornek is szimmetrikusnak kell lennie IF' tengelyre, ami éppen azt
jelenti, hogy I'F' atmegy a k kor K kozéppontjan.

(Erdemes megjegyezni, hogy Z(F) # K, hiszen az inverzié egy kor kozéppontjit nem a
képének kozappontjaba viszi). ]

3.2. A Pascal-tétel

Lakatos Ad4dm igen nehéz geometria-feladata kapesén keriilt széba a Pascal-tétel.

3.9. feladat (Lakatos Adém). Az ABCD szimmetrikus trapéz AB alapjin P az a pont, amelyre
AP —BP = AC — BC. A P-ben AB-re dllitott merédleges a CD, AC' és BD egyeneseket rendre
a Q, az R, illetve az S pontban metszi. Legyen ki az a kér, amely az AC és BD egyeneseket
az R, illetve az S pontokban érinti, és legyen ko a PQ) datmérdji kor. Mutassuk meg, hogy ki és
ko érintik egymdst. (KoMaL B.4551.)

A megoldas elolvashaté a K6Mal, honlapjan: http://www.komal.hu/verseny/feladat.
cgi?a=feladat&f=B4551&1=hu. Itt csak a megoldas {6 segédeszkozét, a Pascal-tételt ismertet-
juk.

3.10. tétel. Jeloljon eqy korin fekvs hat pontot: 1,2,3,4,5,6 és jelolje ij az i és j pontot
osszekoto eqyenest. FEkkor az
12N 45,23 N 56 és 34 N 61

pontok eqy egyenesre esnek.
Masképpen: eqy korbe irt hatszég szemkozti oldalpdrjainak metszéspontjai eqy egyenesbe esnek.

3.11. megjegyzés. 1. A pontok tetszéleges sorrendben lehetnek a koron.

2. A tétel akkor is értelmes, ha példaul 12 || 45. Ilyenkor az allitds ugy értendd, hogy
a 23 N 56 és 34 N 61 Osszekotésével parhuzamos egyenes (projektiv geometridban ideélis
pontok segitségével, ez egységesen kezelhetd).

3. Az 1 és 2 egybe is eshetnek, ilyenkor 12 egyenesnek az érintét vessziik.

4. A tétel kor helyett tetszoleges kupszelettel is igaz.
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4. Szamelmeélet

4.1. feladat (Tanari — Gyenes Zoltan). Az halmazdbra egyes halmazainak cimkéi: ,A valddi
osztor”, ,B walodi osztoir”, ,C wvalodi osztéi”.  Lehet-e olyan A, B,C' pozitiv egész szamokat
vdlasztani, hogy mindegyik sikrészbe keruljon szam (és minden pozitiv egész szdmot be is lehessen
irni valahova, esetleg kivilre).

(A 7Tc didkjainak feladata)
Megoldds. Csak annyit arulunk el, hogy vannak ilyen szdmok :-). m

4.2. feladat (Keresztfalvi Bélint). Ldssuk be, hogy ha p primszam, akkor
()
np | —n.
p

A téborban Barabés Abel mondott el rendkiviil szérakoztaté médon egy megolddst, amely
lényegében megegyezett az alabbival.

(OKTV 2012. IIL./1. ford.)

Keresztfalvi Bdlint és Barabds Abel megolddsa. Ismeretes, hogy: (’;p) = n(gpjll).

Tehét az allitas: np | n(i)p:ll) —n, ami ekvivalens a kévetkezovel:
np—1\ | _(p-Dmp-2)-...-(ap—p+1—(p-1!
-1 (p—1)!

A Wilson-tétel felhaszndlaséval:

(mp—=1)(np—2)-...-(np—p+ 1) =p-D'=-1 (p).

gy a vizsgalt tort szamléléja oszthaté p-vel, mig a nevezdje nem. Mivel a tort értéke egész
szam (binomidlis egyiitthaté minusz 1), igy p-vel is oszthato. n

A megoldast kévetéen Imolay Andris mutatta be a Lucas-lemmat, amibél az el6z6 megoldés
masodik fele mar kénnyen kovetkezik.

4.3. tétel (Lucas-lemma). Tetszdleges nemnegativ m egészek n és p primszim esetén igaz a

()T o

m = mgp" +mp "+ mup +mg

kévetkezo kongruencia:

ahol:

no= ngp’ 4 npap" T 4+ nap +ng
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4.4. feladat (Janzer Lili). Nevezzink egy pozitiv egész szdmot vardzslatosnak, ha felirhato
n = a® + b-ként valamilyen egész a,b > 2-re!l Létezik-e 102 eqgymdst kévetd pozitiv egész, melyek
kozil éppen 100 vardzslatos?

Janzer Lili megolddsa. Tudunk taldlni 100 egymas utdni varazslatos szdmot, hiszen a 219" + 2,
100!

1\ 2 3
210013 21001100 szdmok mind varazslatosak, hiszen felirhatéak (2%) +2, (2T) +3,...

alakban, és az a = 21 kitevOje egész lesz, mert 100! oszthatd 1-t6l 100-ig a szamokkal, azaz
a szam valéban jo a lesz, és hozza a valasztott b-k is megfelelnek a kovetelményeknek.

De igy a 2!t és 2199 + 1-et hozzavéve talaltunk 102 szdmot, amik koziil legalabb 100
varazslatos. Ha pont 100, akkor készen vagyunk; egyébként nézziik azt a 102 egymast koveto
szémot, amelyek kozill az elsé a 219" — 1. Igy pontosan a sorozat utolsé szamét cseréltiik ki egy
masik szdmra, azaz maximum eggyel valtozott a varazslatos szamok darabszama. Folytassuk
ezt az eljarast, amig a legkisebb szam végil az 1 nem lesz. Az 1 és 2 szdmok nem varazslatosak,
azaz ezen 102 szam kozill maximum 100 a varazslatos. A mozgatas kozben x > 100 varazslatos
szamrol eljutottunk y < 100 vardzslatos szamig, és egyesével valtozott az Osszeg 2 1épés kozott,
tehat a ketto kozott valamikor volt éppen 100. O]

4.1. A kvadratikus maradékokrodl

4.5. feladat (Tanari — Fazakas Tiinde). Tekintsiik az f(x) = 2° — 112* + 3622 — 36 polinomot.
Bizonyitsuk be, hogy minden p primre létezik olyan n szam, amire p | f(n).

A megoldas elott rovid dsszefoglalast adunk a kvadratikus maradékok elméletérol. Csak prim-
modulusokkal foglalkozunk: p legyen egy paratlan primszam.

4.6. definicié. Legyen a € {1,2,...,p — 1}. Ha létezik olyan z egész, amelyre:

22 =a mod p

akkor a-t kvadratikus maradéknak, egyébként kvadratikus nemmaradéknak nevezziik (mod p).
4.7. allitas. A kvadratikus maradékok és nem-maradékok szama eqyardnt %.

Bizonyitds. Ha valamilyen z-re 22 = a (mod p), akkor (—z)? = a (mod p). Nem lehet ezeken
kiviil mas y, amire y*> = a (mod p) lenne, hiszen 0 = y* — 22 = (y — z)(y + ) (mod p) miatt,
mivel p prim y = x vagy y = —x kovetkezne.

Mivel p paratlan, = Z —x (mod p); tehat a modulo p RMR (redukalt maradékrendszer)
elemei kettesével tartoznak egy-egy kvadratikus maradékhoz. O

4.8. allitas. Két kvadratikus maradék szorzata kvadratikus maradék.
Kvadratikus maradék és nemmaradék szorzata kvadratikus nemmaradék.

Bizonyitds. Ha 2 = a (mod p) és y*> = b (mod p), akkor (zy)? = ab (mod p).
M4ésrészt, ha az a = 2* (mod p) kvadratikus maradék szorzata b-vel egy ¢ = 22 kvadratikus

2
maradék volna, akkor b = £ = (i) is kvadratikus maradék kellene legyen. O]

4.9. allitas. Két kvadratikus nemmaradék szorzata kvadratikus maradék.
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Bizonyitas. Legyen a tetszoleges kvadratikus nemmaradék, és tekintsiik a modulo p RMR-en
hato
r—a-x

leképezést. Ez bijekcio a RMR-en. A kvadratikus maradékokat nemmaradékokba képezi. Mivel
az RMR fele kvadratikus maradék és fele nemmaradék, a nemmaradékokat muszaj maradékokba
képeznie. O

El6z6 allitasaink konnyen kovetkeznek az alabbi tételbol is:

p—1

4.10. tétel (Euler-kritérium). Ha a € {1,2,...,p — 1}, akkor a™= = £1 (mod p).
a pontosan akkor kvadratikus maradék, ha a'm =1 (mod p) és akkor kvadratikus nemmaradék,

ha a*7 = —1 (mod p).

Bizonyitds. a?~!' =1 (mod p) a kis Fermat-tétel miatt. Mivel p paratlan:

p—1

O=a""'—-1= (aT — 1) (a% +1) (mod p)

tehat (mivel p prim) valamelyik tényez6 0-val kongruens kell legyen.

Ha a kvadratikus maradék, akkor van olyan z, amire 22 = a (mod p), akkor a kis Fermat-tétel

felhaszndlésaval:

p—1

p—1
az = (acQ) =277 =1 (mod p).
Ez ugyanakkor azt is jelenti, hogy mind a % darab kvadratikus maradék gyoke az

p—1

r 2z —1=0 (mod p)

egyenletnek. Ennek tobb gyoke nem lehet (hiszen a bal oldai polinom fokszama pT_l), igy
egyetlen kvadratikus nemmaradék sem lehet gyoke, azokra sziikségképpen a5 =1 (mod p)
teljesiil. O]

A J.5. feladat megolddsa. A polinomunk szorzattd bonthaté: f(r) = 2® — 112* + 362% — 36 =
(22 —2)(2? — 3)(22 — 6). p=2esetén x = 1, p = 3 esetén = = 3 j6 helyettesitést ad. Ha p > 3,
akkor sem 2, sem 3 sem 6 nem kongruens 0-val mod p. 2-3 = 6, igy a 4.9. allitas alapjan 2,3 és
6 koziil legalabb az egyik kvadratikus maradék kell legyen mod p; azaz van olyan x egész szam,
amire 72, 2% — 3 és 2% — 6 koziil legalabb az egyik oszthaté p-vel. O

A taborban nem keriilt emlitésre, de a kvadratikus maradékok témakorében érdemes meg-
emliteni a kvadratikus reciprocitasi tételt.

4.11. tétel (Kvadratikus reciprocitési tétel). Tételezziik fel, hogy p és q killonbozé pdaratlan
primek. Ha legaldbb az eqyikiik az 1 maradékot adja 4-gyel osztva, akkor az x* = p (mod q)
és az y?> = q (mod p) kongruencidk egyszerre megoldhatdak vagy megoldhatatlanok (az x és y
megolddsok nem szikségképp azonosak); tovdbbd, ha mindkét prim a 3 maradékot adja 4-gyel
osztva, akkor viszont a fenti kongruencidknak pontosan egyike oldhato meg.
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4.2. Vieta Jumping

Toébb tébori feladat is kapesolédott a hirhedt Vieta Jumping technikdhoz (1d. pl. https:
//en.wikipedia.org/wiki/Vieta_jumping), amely az Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
1988/6. feladata altal sziiletett meg.

4.12. feladat (Szakdly Marcell, Szakacs Lili Kata). Bizonyitsuk be, hogy ha a,b € Z* és
a® + b?

bl egész, akkor négyzetszam. (IMO 1988./6.)

Megoldds. Indirekt tegyiik fel, hogy k nem négyzetszam, mégis vannak olyan a,b € Z" szamok,
2 | 32

amelyekre 1 k. Egy ilyen k persze pozitiv kell legyen. Ehhez a k-hoz vegytlink egy
a

minimalis 0sszegli a, b part. Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetd, hogy a < b.
Feltéve, hogy k£ nem négyzetszam, ellentmondésra fogunk jutni: gyartunk ugyanis egy kisebb
osszegli (a,b’) part.
2 b2
ACT
ab+1
(a* — k). Tekintsiik az

= k egyenlet atirhaté igy a® + b* = (ab + 1)k, ami b szerint rendezve b* — kab +

2° — kax + (a® — k)

masodfoku egyenletet. Ennek egyik gyotke b, a masik gyoke b'. Nyilvanvaléan az (a,b’) par
2, 12

kielégiti az = k egyenletet. Ha sikeriil belatnunk a kovetkezdket:

abll +1
(i) O egész;
(i) O < b;
(i) & > 0.
akkor tehat (a,d’) kisebb 6sszegli megolddspar, mint (a,b), és ezzel beteljesitjik ellentmonda-
sunkat. Az (i),(ii) beldtdsdhoz segitségul hivjuk a Viete-formuldkat:

b+b = ka; (1)
b-b = a*—k. (2)
b = ka — b, tehat egész. Ha b’ > b lenne, akkor a? — k = b -V > b*> > a? ellentmondés lenne.
2 b/2
A (iii) feltételhez eldszor gondoljuk meg, hogy ha b’ < 0 lenne, akkor k = T negativ
lenne. Masrészt, ha b’ = 0 volna, akkor k& = T a?, tehat négyzetszam lenne, amit az
a
elején kizartunk. |

A tédborban két tovabbi feladat is kapcsolodott a Vieta Jumpinghoz. Az els6 egy jo gyakor-
l6feladat a Vieta Jump technikara. A masodik egy joval nehezebb felhasznélas, amely az IMO
2007/5. feladat tovabb csavarasaval sziiletett.

4.13. feladat (Tanédri — Hujter Balint). Legyenek x és y pozitiv egész szamok. Bizonyitsuk be,
hogy ha xy | x* + y*> + 1, akkor ety _ g (folklor)

zy
4.14. feladat (Pap Benedek, Z6lomy Kristof). Hatdrozzuk meg mindazokat az a egész szamokat,
amikhez léteznek olyan kiilonbozd x,y pozitiv egészek, amikre (ax®+1)? oszthaté (azy+1)-gyel.

(KéMaL A.432.)

A megoldas megtalalhato itt: http://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&
£=A432&1=hu.
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