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1. Feladatok

1.1. Emigranat

1. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezs egyenlétlenség tetszdleges pozitiv valés x, vy, z-re teljesiil:

l4+zy+2z 14+yz+yx 14+ zx4+yz
A+y+2)? (Q+z+2)? (I+z+y)?

(Jenei Adrienn)

2. Lassuk be, hogy 99 szomszédos egész szam négyzetének az Osszege nem lehet teljes hatvany (azaz
egy egész szam egynél nagyobb, egész kitevsji hatvanya). (Oreg Botond)

3. Keressiik az osszes p < ¢ < r primeket, amelyekre p+ g =1 és (r — p)(q — p) — 27p teljes négyzet.
(Tulassay Zsolt)

4. Egy folytonos f fliggvényre teljestil, hogy f(x) - f(f(z)) = 1 minden x valosra, és tudjuk, hogy
f£(1000) = 999. Mennyi f(500)? (Weisz Ambrus)

1.2. Evil-a

5. 100 idealis matematikus Gsszebeszél, majd elmennek egy-egy szobédba, melyben végtelen sok do-
boz van, melyek a természetes szamokkal vannak megszamozva. A matematikusok tudjak (még a
megbeszélés el6tt), hogy minden dobozban egy valés szam van, és barmely természetes szamra a vele
megszamozott 100 doboz ugyanazt a valés szamot tartalmazza. Miutan a matematikusok beléptek
szobajukba (és ezutan mar nem kommunikalhatnak), mindegyik kinyithat akdrmennyi dobozt és meg-
nézheti melyik valés szamot tartalmazza, azzal a feltétellel, hogy legalabb egyet bontatlanul hagy.
Ezutan pedig minden matematikus (még a szobajaban) tippelhet, hogy melyik valés szam van az
egyik, 6 altala meg nem bontott dobozban. Ha eltaldlja, megmenekiil, de ha nem, elégetik a KéMalL-
jat. Mutassuk meg, hogy megfelel§ stratégiaval legfeljebb egy KoMalL jut erre a szérnyd sorsa.

(Uzenet a kétkeddknek: nem butasdg a feladat, meg lehet csindlni.) (Homonnay Bdlint)

6. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges m,n pozitiv egészekhez végtelen sok a, b egymashoz relativ prim
pozitiv egészek alkotta szampar létezik, amire a + b | am® 4 bnb. (Maga Baldzs)

7. Legyiink pontszerd (sikbeli) jedik egy négyzet alaku tiikorfali szoba belsejében. Egyszer csak a
szoba egy masik bels§ pontjaban feltiinik egy pontszert droid, mely jol lathaté modon az életiinkre
akar tamadni. A nagy ijedtségtsl mozgasképtelenné valunk, de nagy szerencsére a droid is. A roévid
id6 alatt mig a droid megolésiink modjan gondolkozik az Erg segitségével (pontszerii) szakadéasokat
hozhatunk létre a tér-idé kontinuum-ban, melyek a rajtuk athaladé lézernyalabot a négyzeten kiviilre
és egy masik idébe ropiti, igy biztos nem minket talél fejbe, vagy legaldbbis addig nem, amig a szobéa-
ban vagyunk. Elég-e véges sok szakadast kell 1étrehoznunk, hogy az immar mozgésképtelen droid ne
taldlhasson el minket lézerfegyverével, vagy megszamlalhato végtelen sok szakadésra van sziikségiink,
esetleg kontinuum sokra? (Tossenberger Tamds)
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1.3. Ez a mondat hamis

8. Adjunk meg egy olyan ponthalmazt a térben, aminek minden sikon van pontja, de egyiken sem

végtelen! (Géde Abel)
9. Szerkessziink meg egy Otszoget az oldalfelez6pontjai alapjan! (Khayouti Sdra)

10. Az A, B és C betiik felhasznalasaval szavakat (véges hosszisagu bettisorozatokat) készitiink. Egy
szoval a kovetkez§ miiveleteket végezhetjiik:

a) A szoban kivalasztunk néhany egymas utani betiit — esetleg csak egyetlen egyet, vagy akar a
teljes szot — és megduplazzuk, példaul: BBCAC — BBCABCAC

b) Az a) lépés visszafelé: Ha valahol a szoban két egyméas utani részlet megegyezik, akkor az egyiket
elhagyjuk: ABCABCBC — ABCBC.

Igazoljuk, hogy ilyen 1épések sorozataval barmelyik sz6bol eljuthatunk egy legfeljebb 8-bettis széhoz.
(Talyigds Gergely)

1.4. Micimackéd

11. Mutassuk meg, hogy minden k > 4 egészre igaz az alabbi allitds: ha f(z) egész egyiitthatos
polinom, amire 0 < f(¢) < k minden ¢ € {0,1,2,...k + 1}-re, akkor f(0) = f(1) =--- = f(k+1).
(Kabos Eszter)

12. O; és O3 kor metszéspontjai A és B. Legyen r egy olyan egyenes, mely atmegy a B ponton, és
O1-et C, Oz-t D pontban metszi, gy, hogy a B pont C' és D kozott helyezkedik el. Legyen s az AD-
hez kozelebbi, azzal parhuzamos egyenes, mely E-ben érinti Oq-et. EA Os-vel vett A-t6l kiilonb6z6
metszéspontja legyen F', és Oy F-ben huzott érintGje t. Bizonyitsuk be, hogy

a) t parhuzamos AC-vel,
b) 7, s és t egy pontban metszik egymast.

(Németh Ilona)

13. Adott ABC héaromszog. Szerkesztends D pont a haromszog koriilirt korének B-t nem tartalmazé
AC ivén, ugy hogy az ABCD négyszog érinténégyszog legyen.

(Simon Péter)

14. Legyen ABC haromszog beirt korének kozéppontja I. Szokasos jelolések mellett bizonyitsuk be,
hogy tetszéleges P pontra fennall az

a-PA*+b-PB*+c-PC*=a-TA*+b-IB* +¢-IC? + (a+ b+ c)PI?

egyenlGség. (Szabé Barnabds)
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1.5. Pangalaktikus Gégepukkaszto

15. Adott a sikon két kor agy, hogy a kisebbik a nagyobbik belsejében van. Tudjuk, hogy a nagy korbe
rajzolhaté egy olyan hirnégyszog, melynek oldalfelezépontjai a kis kéron vannak. Milyen Gsszefiiggés
all fenn r, R és d (a két kor sugara és a két kor kozéppontjanak tavolsaga) kozott?

(Csigi Maté, a feladat Hraské Andrdstol szarmazik)

1.6. Sotét feny

16. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder mind a négy lapjanak a teriilete egyenls, akkor a lapok
egybevagoak. (Badacsonyi Andrds)

17. A ki és ko egyenld sugaru korok két pontban metszik egymést. Az £ egyenes a ki kort az A és
C, ko-t a B és D pontokban metszi tigy, hogy az egyenesen a pontok sorrendje A, B, C és D. A k3
és k4 korok mindketten érintik a kovetkezdket: az £ egyenest, ki-et beliilrdl, és ko-t kiviilrsl; tovabba
£ kiilénboz6 oldalain vannak. Tegyiik fel, hogy ks érinti k4-et. Bizonyitsuk be, hogy AB = CD.
(EFehér Zsombor)

18. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, melyekre abc = 1, akkor

a n b n c S 3
bla+b) clb+c) alc+a) ~ 2
(Janzer Barnabds)
19. Van-e olyan pozitiv valés szamokbol 4116 x1, xa, ... végtelen sorozat, amelyre 190 = /Tni1—+/Tn
teljestil minden n > 1 esetén? (Mécsy Miklos)

1.7. Tokéletesitett forma

20. Hivjuk az A-val jelolt, n-jegyd szam csonkjanak azokat az (n — 1)-jegyd szamokat, amiket ugy
kapunk, hogy az A-nak toroljik az egyik szamjegyét. Példaul, az 2012 csonkjai a 212, a 202 és a 201;
0-val nem kezdddhet az (n — 1)-jegyt csonk. Héany olyan 7-jegyd szam van, amely nem &llithato els
egy szadm és egy csonkjanak Osszegeként? (Csepregi-Horvdth Zsdfia)

21. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén létezik olyan n-jegy szam, amely nem
tartalmaz 0-t és oszthatd a szamjegyei Osszegével. (Cserndk Tamds)

22. Legyen ABC egy tetsz6leges haromszog, és legyen M, N, P harom pont a BC', CA, AB oldalakon,
ugy, hogy AM, BN, C'P egy pontban metszik egymést. Az AB-vel N-en keresztiil huzott parhuzamos
az M P-t az E pontban metszi, és ugyanigy az AB-vel M-en keresztiil hizott parhuzamos az N P-t
F-ben metszi. Mutassuk meg, hogy CP, M N, és EF egy pontban metszik egymast!

(Németh Gergely)
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1.8. XKCD csapat

23. Fel lehet-e bontani egy /2 x 1-es téglalapot véges sok négyzetre?
(Agoston Péter, forrds: KoMal)

24. Ketten jatszanak egy n x m-es pontracson. A kezdd jatékos behiiz egy egyenes vonalat két
szomszédos (nem atlos) pont kozé. Ezutan felvaltva lépnek és mindketten behiizhatnak egy vonalat
két olyan szomszédos pont kozé, melyek koziil az egyikbdl egy vonal indul ki, a méasikbol egy sem, méas
szoval folytatniuk kell a kigyot, ami nem metszheti 6nmagéat. Amelyik jatékos nem tud lépni, veszit.
Allapitsuk meg, hogy n és m fiiggvényében melyik jatékosnak van nyerd stratégiajal

(Kallo Kristdf, forrds: Glen Vecchione Jatékos fejtorék c. konyve)

25. Tekintsiink két koncentrikus kort és n darab, a kézos kbzéppontjukbdl kiindulé félegyenest, ezek 2n
darab véges teriiletrészt (tovabbiakban: mez&t) hataroznak meg. Az igy létrejott mezdkre elhelyeziink
Osszesen 4n + 1 békat. Amennyiben legalabb harom béka van egy mezén, akkor a hdrom szomszédos
mezore atugrik egy-egy béka, egyébként helyben maradnak. Bizonyitsuk be, hogy id6vel minden mezdére
igaz lesz, hogy van rajta béka vagy minden szomszédjan van béka.

(Nagy Bence Kristdf, forrds: Kinai IMO-vdlogatd, 2005)
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2. Megoldasok

2.1. Emigranat

1. Bizonyitsuk be, hogy a kivetkezd egyenlStlenség tetszéleges pozitiv valds x,y, z-re teljesiil:

142y +az 14+yz+yz 14 zx +yz
ry+22  (tz+a)  (Qtoty)? =

(Jenei Adrienn)
Megoldas: A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenségbdl kapjuk:

z
(1+%+;) (I+ay+az)>(1+y+2)>.

(x4+y+2)(1+y+2)

Mindkét oldalt megszorozva 5-tel kapjuk a kévetkezs egyenlGtlenséget:

1—i—xy—|—:nz> T
(l4+y+2)?2  z4+y+z

Ehhez hasonléan

14+yz+ 2z Y i 1+ 22+ 2y z
> és > .
l+z4+2)?2 " z+y+2 l+z+y)? " z+y+=z

A harom egyenlétlenséget Gsszeadva megkapjuk a bizonyitandé egyenlGtlenséget.

2. Lassuk be, hogy 99 szomszédos egész szam négyzetének az Osszege nem lehet teljes hatvany (azaz egy egész szam
egynél nagyobb, egész kitevjd hatvanya). (Oreg Botond)

Megoldas: A kozépss szamot jeloljik x-szel. Azt kell igazolnunk, hogy az
(2 —49)% + (z — 48)* + -+ + (v + 49)? = o

egyenletnek nincs egész xz,y és k > 2 megoldasa. Elvégezve a miiveleteket és beirva az els§ 49 négyzet-
szam Osszegére vonatkozo képletet, a bal oldalon 9922 4 49 - 50 - 33 adodik. Ez a szam barmely egész
x esetén oszthatd 3-mal, azonban 9-cel mar nem, és igy nem lehet teljes hatvany.

3. Keressiik az 6sszes p < q < r primeket, amelyekre p + ¢ = r és (r — p)(q¢ — p) — 27p teljes négyzet.
(Tulassay Zsolt)

Megoldas: p + ¢ = r miatt p paros kell legyen, tehat p = 2. Az (r — p)(¢ — p) — 27p kifejezést
dtalakitva (kihasznaljuk, hogy p = 2 és 2+ ¢ = 7) kapjuk: q(q —2) — 27 -2 = 42, ahol u pozitiv egész.
Azaz ¢> — 2q + 1 — u? = 55, szorzatta alakitva:

(q—1—u)(g—1+u)=(¢g—1)2—u?=¢*—2¢+1=55
Innen két lehetdség van:
o (—1—u)=1¢és(¢—1+4u)=0>55azaz ¢ =29,r =31;

o vagy (¢—1—u)=5¢és (¢—1+u) =11 azaz ¢ =9, ami ellentmondas.
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Tehét az egyetlen megoldas p = 2,q = 29,r = 31.

Megjegyzés: ¢> — 2q — 54(—1 + 1) = u? utdn nem minden megoldé alakitott szorzattd. Rendezés
utan:
(q—1)2?—uw?>=¢*—2¢+1—-u?>=55

Ezutan két négyzetszam kiilonbségét vizsgaltak, amely (ismert modon) egymést kovets paratlan sza-
mok Osszegeként irhat6 fel. Innen nem tul sok eset vizsgalatéval a fenti eredmény adodik.

4. Egy folytonos f fiiggvényre teljesiil, hogy f(z) - f(f(z)) = 1 minden x valésra, és tudjuk, hogy f(1000) = 999.

Mennyi f(500)? (Weisz Ambrus)
Megoldas: Ha y = f(z) valamilyen z-re, akkor f(y) = % f(1000) = 999 = £(999) = g5. Mivel

L

folytonos fiiggvény, ezért 999 és ﬁ koz6tt minden értéket, igy az 500-at is felveszi, tehat f(500) = =55 .

2.2. Evil-a

5. 100 idealis matematikus &sszebeszél, majd elmennek egy-egy szobaba, melyben végtelen sok doboz van, melyek a
természetes szamokkal vannak megszamozva. A matematikusok tudjak (még a megbeszélés elstt), hogy minden dobozban
egy valds szam van, és barmely természetes szamra a vele megszamozott 100 doboz ugyanazt a valos szamot tartalmazza.
Miutan a matematikusok beléptek szobajukba (és ezutan mar nem kommunikalhatnak), mindegyik kinyithat akarmennyi
dobozt és megnézheti melyik valés szamot tartalmazza, azzal a feltétellel, hogy legalabb egyet bontatlanul hagy. Ezutan
pedig minden matematikus (még a szobajaban) tippelhet, hogy melyik valos szam van az egyik, 6 altala meg nem bontott
dobozban. Ha eltalalja, megmenekiil, de ha nem, elégetik a KoMaL-jat. Mutassuk meg, hogy megfelels stratégiaval
legfeljebb egy KoMalL jut erre a szornyt sorsa. (Uzenet a kétkeddknek: nem butasdg a feladat, meg lehet csindlni.)

(Homonnay Bdlint)
Megoldas: A matematikusok osztalyokba soroljak az a valds szamokbdl 4llo sorozatokat tugy, hogy
pontosan azok keriilnek egy osztalyba, melyek csak véges sok helyen kiilonboznek (ez valoéban ek-
vivalenciarelacio), majd minden osztalybol kivalasztanak egy kitiintetett sorozatot (ezen a ponton
bizonyitasunk felhasznalja a kivdlasztdsi axiomadt).

A stratégia a kévetezs:

A matematikusok megszamozzak magukat 1-t6l 100-ig. Az i sorszamu matematikus kinyit minden
dobozt, kivéve azokat, melyek sorszama i-t ad maradékul 100-zal osztva. Jelolje d(k) a k szama doboz
altal tartalmazott valés szamot. Jelolje f(i) azt a szamot, ahanyadik elemtdl a sorozat megegyezik az
6 osztalyabol kivalasztott sorozattal.

Legyen g(i) = max{f(1), f(2),...,f(i — 1), f(i + 1),..., f(100)} + 1. Igy az i-edik matematikus
ismeri g(i) értékét. Ezutan az i-edik matematikus a g(i)-edik ¢ maradékot ado sorszami doboztol
kezdve minden i maradékot adé sorszamu dobozt is kinyit (g(i) > 2, tehat marad még bontatlan
doboz), megnézi, hogy ezen sorozat melyik osztalyba tartozik, majd azt tippeli, hogy a (g(i) — 1)-
edik ¢ maradékot adé sorszamii doboz azt a valds szamot tartalmazza, mely az osztaly kivalasztott
sorozatanak (g(i)—1)-edik tagja. Igy ha az i-edik matematikus téved, az azt jelenti, hogy f (i) szigortian
nagyobb az sszes tobbi f(i)-nél, igy legfeljebb egy matematikus tévedhet.

6. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges m,n pozitiv egészekhez végtelen sok a,b egymashoz relativ prim pozitiv egészek
alkotta szampar létezik, amire a + b | am® 4 bn®. (Maga Baldzs)

Megoldas: Amennyiben mn = 1, tetszdleges (a,b) = 1 feltételnek eleget tevs a, b szampar megfelel.
Ha mn > 2, szorozzunk fel n®-nal:

n(am® + nb") = (a + b)n** + a((mn)* — na+b)

Amennyiben (a + b,n) = 1, az n%nal valo felszorzas az a + b-vel valé oszthatosagot nem befolyésolja.
Igy olyan a,b relativ prim parbol szeretnénk végtelen sokat, amire teljesiil, hogy (a + b,n) = 1, és
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a + b|n®(am® + nb") = (a + b)n"*® + a((mn)® — n®*?). Ebben az Gsszegben az els§ tag oszthato
a + b-vel, a masodik tag pedig egy olyan szorzat, melynek els6 tényezdje relativ prim a + b-hez. Igy az
kell, hogy a + b ossza a masodik tényezét, azaz a + b|(mn)® — n®*b.

Legyen p prim, tovabba legyen p = a + b. Azt akarjuk megmutatni, hogy végtelen sok p primhez
létezik 1 < a < p — 1 pozitiv egész, amire p|(mn)® — nP. A kis Fermat-tétel alapjan n? = n (mod
p), igy a kifejezésiink atirhato: p|(mn)® — n. Indirekte tegyiik fel, hogy csak véges sok p primhez
van ennek megfelel§ a. Legyenek ezen primek pi,pa,...,p,. Ekkor (mn)? —n = p{'pP...p¥, ahol a
¢;i-k nemnegativ egészek. Most triikkosen fogunk a-t valasztani: legyen a = pi'p®* ... p¥"(p1 — 1)(p2 —

1)...(pr — 1)+ 2. Ennek a valasztasnak majd még késébb hasznat latjuk. Az indirekt feltevés alapjan
(mn)® —n = p({lpgé .. .pg; ... ahol a ¢/-k nemnegativ egészek.

Ha p;|n, akkor az iménti 6sszefiiggés alapjan pgg |n. Ennek azonban kovetkezménye, hogy p?g |(mn)?—
n, igy 4; < ¢ ]

Ha viszont p; nem osztja n-t, akkor p; nem osztja m-t sem. Igy (
q;+1

%

p¥*! mn) = 1. Az Euler-Fermat
) = p¥(pi — 1) osztja a — 2-t (itt villan meg a jo a valasztas haszna),
q;+1

—n mod p;““. Ez azonban azt jelenti, hogy p,

tétel alapjan, mivel p(p

(mn)® —n = (mn)?

Tehat ¢, < ¢; ebben az esetben is. Mindezek alapjan viszont:

nem osztja (mn)® — n-t sem.

(mn)® —n =plip3 ... p¢r < pl'p$...plr = (mn)® —n

Ez nyilvan ellentmondéas, mivel a > 2. Igy készen vagyunk.

7. Legyiink pontszerti (sikbeli) jedik egy négyzet alaki tiikdrfali szoba belsejében. Egyszer csak a szoba egy masik
belsé pontjaban felttinik egy pontszerd droid, mely jol lathaté modon az életiinkre akar tamadni. A nagy ijedtségtosl
mozgasképtelenné valunk, de nagy szerencsére a droid is. A rovid id6 alatt mig a droid megolésiink modjan gondol-
kozik az Erg segitségével (pontszert) szakadéasokat hozhatunk létre a tér-idé kontinuum-ban, melyek a rajtuk athalado
lézernyalabot a négyzeten kiviilre és egy maésik idébe ropiti, igy biztos nem minket talal fejbe, vagy legalabbis addig
nem, amig a szobaban vagyunk. Elég-e véges sok szakadast kell létrehoznunk, hogy az immér mozgasképtelen droid ne
talalhasson el minket 1ézerfegyverével, vagy megszamlalhato végtelen sok szakadasra van sziikségiink, esetleg kontinuum
sokra? (Tossenberger Tamds)
Megoldas: Elegendd 16 ilyen pontot létrehoznunk.
Tiikrozzik a négyzetet az oldalaira, majd ezeket is, és
igy tovabb, kitoltve az egész sikot. Igy azt kapjuk, hogy
egyrészt a tiikrozgetés valoban folytathatd, mésrészt a sik
2 x 2-es blokkokkal lesz kitoltve négyzetracs szertien (ezt az-
zal igazolhatjuk, hogy egyik négyzetbdl kiindulva és valami- J
lyen médon oldalakra val6 tiikrozgetéssel eljutva egy mésik D
négyzetbe a fliggbleges tengely tiikkrozések szamanak pari-
tasa megegyezett a kiindulasi és a masik négyzet vizszintes
tavolsaganak (négyzetoldalakban mérve) paritésaval, és ha-
sonl6 a helyzet a vizszintes tengelyekre valéd tiikrozésekkel;
tovabbé ezt gy is igazolhatjuk, hogy a feltételezett &bra
valéban minden oldalmenti tengelyre szimmetrikus). J
Az abran lathaté modon jelélje D a droid, J a Jedi he-
lyét, és jelolje a két oldalvektort i, illetve j, tovabba legyen ?)
D az orig6. Az abra fent megallapitott tulajdonsaga mi-
att (2 x 2-es blokkokkal van kitoltve négyzetracs szertien)
az adbrédnak 2i-s és 2j-s eltolasi szimmetriai vannak, igy a
szakadasoknak is.

Jedi és droid
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A fényvisszaver6dés geometriai tulajdonsagai miatt (ugyanakkora szogben verddik vissza a feliilet-
rél) a droid egy 16vése pontosan akkor talalja el a jedit, ha az elbb definialt sikon a droidboél (D-bdl)
a 1ovés iranyaba elinditott félegyenes atmegy egy kék ponton (J-n, vagy egy képén), gy hogy elétte
nem megy at szakadason (beleértve a szakadasok képeit is). Vegyiink egy 4 x 4-es blokkot, és az ezen
1évs kék pontokat (J képeit) jelolje (1ényegtelen, milyen sorrendben) Ay, Ag, ..., Ajg, és hozzunk létre
Osszesen 16 szakadast az DA, DAs, ..., DAjg szakaszok felez6pontjaiban. Jeloljon B egy tetszélegesen
kivalasztott pontot J képei koziil. Ekkor létezik olyan 1 < k < 16 egész, amire B = Ay, + 4ni + 4kj, és
mivel az Ay /2 helyvektora pontban szakadés van, ezért a fent emlitett szimmetria miatt % +2ni+2kj
pontban is, azaz B/2 helyvektoru pontban is, vagyis DB szakasz felez&pontjan. Ezzel tehat belattuk,
hogy ezen 16 szakadast 1étrehozva nem lesz olyan D-bdl indulé félegyenes, amely atmenne J egyik ké-
pén, de elGtte ne menne at egy szakadason, azaz ezen 16 szakadas létrehozaséval a jedi sebezhetetlenné
valik.

2.3. Ez a mondat hamis

8. Adjunk meg egy olyan ponthalmazt a térben, aminek minden sikon van pontja, de egyiken sem végtelen!
(Géde Abel)

Megoldas: Vegyiink azon pontok halmazat, melyek (z;y;2) koordinataira teljesiil, hogy y = 23 és

z = z°. Bz j6 megoldas, mert egy sik egyenlete ax + by + cz +d = 0. Behelyettesitve azt kapjuk, hogy
cx® + bx® + axr + d = 0. Kozismert, hogy az ilyen egyenleteknek mindig van gyoke, de sose végtelen.

9. Szerkessziink meg egy 6tszdget az oldalfelezSpontjai alapjan! (Khayouti Sdra)

1. megoldas: Legyenek az 6tszog cstucsai A, B,C, D, E. Legyenek a cstcsokkal szembenlévs fele-
z6pontok Ay, B1,Cq, D1, Eh1. ACDa-ben CiB; kozépvonal, tehat AD-nek a fele, és parhuzamos vele.
Szimmetrikusan minden haromszogre megcesinalva megkapjuk azt, hogy a belsg csillag (atlo oldalak-
kal) megkaphato a kozépvonalak kétszeresébdl, és paronként megfelels szogeibsl. Ha pedig a csillag
megszerkeszthetd, akkor az 6tszog is (ugyanazok a csucsaik).

2. megoldas: Egy tetsz6leges P pontot sorra tiikkrézve a cstucsokra, kapjuk a P* pontot. PP*szakasz
felez6pontja a transzformécié fixpontja. (Mert 5 kozéppontos tiikrozésnek megfeleltethets egy ko-
zéppontos tiikkrozés, ami nyilvan a szakasz felez6pontjara kell, hogy torténjen.) Az 6tszog cstcsal az
egyediili fixpontok a transzformécioban, tehat egy csiicsot kaptunk meg, innen az 6tszog sorra tiikrozve
megkaphato.

3. megoldas: Az Otszog csicsaihoz vezets vektorok legyenek a, b, c,d, e. Ezek szerint a felezGpont-
jaihoz vezetd vektorok (a + b)/2,(b+¢)/2,(c+d)/2,(d+e)/2,(a+€)/2. (a+b)/2+ (b+c)/2(c+
d)/2+(d+e)/2—(a+e€)/2 = b+ c+d. Ebbdl kivonva (b+ ¢)/2-t kétszer megkapjuk C' cstcs vektorat,
tehét tiikkrozve C' cstcsot minden csics megkaphato. (Vagy szimmetrikusan végrehajtva az eljarast, az
Osszes cstcsvektor megkaphato.)

4. megoldas: ABCD négyszog, tehat felez6pontjai egy paralelogramma cstcsai. = a paralelogram-
ma megyedik cstuicsat megszerkesztve megkapjuk AD felezépontjat. = megvannak AFED héromszog
felez6pontjai = megszerkeszthetd a haromszog = megvan A, E, D. (Példaul ugy, hogy Bj-et titkrozom
C1FE, felez6pontjara, igy megkapom A-t. Vagy AD felez6pontjén keresztiil parhuzamost szerkesztek
C1Bi-gyel és Cp By-et felmérve mindkét irdnyba megkapom A-t és D-t.) Innen a tobbi cstics megkap-
hato.

10. Az A, B és C betiik felhasznalasaval szavakat (véges hossziisdgii betiisorozatokat) készitiink. Egy széval a kovetkezd
miiveleteket végezhetjiik:

a) A szoban kivalasztunk néhény egymas utani bettit — esetleg csak egyetlen egyet, vagy akar a teljes szot — és
megduplazzuk, példaul: BBCAC — BBCABCAC
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b) Az a) lépés visszafelé: Ha valahol a szoban két egyméas uténi részlet megegyezik, akkor az egyiket elhagyjuk:
ABCABCBC — ABCBC.

Igazoljuk, hogy ilyen lépések sorozataval barmelyik szobol eljuthatunk egy legfeljebb 8-bettis szohoz.

(Talyigds Gergely)
Megoldas: Ha az u és v szavak atalakithatok egymasba, azt igy fogjuk jelolni: u ~ v, és azt mond-
juk, hogy a két sz6 ekvivalens. Az u és v szavak egymas utan irasat pedig uwv-vel jeldljiik. ElGszor
bebizonyitjuk a kovetkezd lemmét.
Lemma. Ha az u sz6 az A, B,C betiik mindegyikét tartalmazza, akkor tetsz6leges v sz6hoz létezik
olyan w sz6, amelyre uvw ~ u.
Bizonyitds. Ha v csak egyetlen bett, akkor — mivel u ezt a betiit is tartalmazza —, u felirhaté u = ujvus
alakban; ekkor legyen w = us. Ezzel a vélasztassal:

wow = (urvug)vug = ug((vue)(vug)) ~ ug(vug) = u.

Az altalanos esetben legyenek v betii sorrendben aq, . .., ax. Mint lattuk, valaszthatok olyan wq, ..., wy
szavak, amelyekre (uaj)w; ~ u, (uajag)ws ~ uay,...,(uvaj ...ag)wg ~ uaj...ax—1. Ekkor u ~ uajwy ~
UALAQWW] ~ *++ ~ UQT - . . AW - . . W] = UV(Wk...w1), vagyls w = wg ... w1 egy jo valasztas. Ezzel a

lemmat igazoltuk. [J

Legyen most a egy olyan sz6, amely legalabb 9 betiibsl all. Megmutatjuk, hogy ez ekvivalens egy
rovidebb széval.

Legyen a = bed, ahol b az elsG 4 betiit tartalmazza, d pedig az utols6 4-et. Konnyd ellenérizni,
hogy ha b vagy d csak kétféle betiibdl all, akkor tartalmaz két megegyezs, egymas utani részletet, és
ilyenkor a b) lépés kozvetleniil alkalmazhaté. Ha b és d mindharom fajta betiit tartalmazza, akkor
megmutatjuk, hogy a ~ bd. A lemma alapjan létezik egy olyan e sz6, amelyre b(cd)e ~ b, és létezik
egy olyan f sz6 is, amelyre def ~ d. Ezek felhasznélasaval:

a = bed ~ be(def) ~ be(dedef) = (bede)(def) ~ bd.
2.4. Micimacko

11. Mutassuk meg, hogy minden k > 4 egészre igaz az aldbbi allitas: ha f(z) egész egyiitthatés polinom, amire
0 < f(¢) < k minden ¢ € {0,1,2,...k + 1}-re, akkor f(0) = f(1) =--- = f(k+1). (Kabos Eszter)
1. megoldas: Hasznaljuk, hogy egy f(z) egész egyiitthatos polinomnal a—b|f(a)— f(b). Ez azért van,
mert a — b minden tagbdl kiemelhetd, kivéve a konstans tagot, de az a kivonasnal kiesik. Tudjuk, hogy
f(k+1) — £(0) tobbszorse k 4+ 1-nek, masrészt nem nagyobb, mint k, tehat 0, tehat f(k+ 1) = f(0).
Tehat létezik egy egész egyiitthatos g(x) polinom, hogy f(z) — f(0) = x(x — k — 1) - g(x) (azért egész
egylitthatos g(x), mert f(z) — f(0) polinomnak 0 és k + 1 is gyoke).

gy k& > |f(c)— f(0)| = c¢(k+1—c)-g(c) minden feladatban megengedett c-re. Masrészt c(k+1—c) >
k, azaz (c — 1)(k — ¢) > 0 ami akkor teljesiil, ha 2 < ¢ < k — 1. Tehat ezekre c-kre akkor |g(c)| < 1,
tehat g(c) = 0.

Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan h(x) egész egyiitthatos polinom, hogy

flz)—f0)=2(z—-2)(x—=3)- - (x—k+1)(x—k—1)-h(x).

Tehat mar csak azt kell megmutatni, hogy h(1) = h(k) = 0. ¢ = 1-re ekkor |f(1) — f(0)| = (k—2)! - k-
|h(1)], valamint ¢ = k-ra |f(k) — f(0)| = (k — 2)!k - |h(k)|. Tovabba k > f(c) — f(0). Tehat ha k > 4,
akkor (k —2)! > 1, tehat |h(c)| = |h(1)| = |h(k)| = 0.

2. megoldas: Hasznéljuk, hogy (a —b)|f(a) — f(b). Ekkor ahogy az elgbb is, nyilvan f(0) = f(k+1).
Egyelore feltessziik, hogy k > 5, a k = 4 esetet majd kiilon vizsgaljuk.

10



Fazekas Matektabor 2013. szeptember 25-29.

Tegyiik fel, hogy f(k) # f(0). Ekkor f(0) = f(k+1) = 0 és f(k) = k, vagy forditva (mert a
kiilonbségiik oszthato k-val és a megadott értékek kézt mozoghatnak). Igy ebben az esetben (k +1) —
2|10 — f(2), azaz f(2) = 0 vagy f(2) = k — 1. Azonban k — 2|k — f(2), amely egyik esetben sem
lehetséges (ha k& > 5). Ha az el6bb forditva volt, akkor (k + 1) — 2|k — f(2), azaz f(2) = 1 vagy k
illetve k — 2|0 — f(2), ami egyik esetben sem lehetséges.

Igy itt ellentmondésra jutottunk, azaz f(k) = f(0). Teljesen szimmetrikusan f(1) = f(k+1), azaz
tudjuk, hogy f(0) = f(1) = f(n) = f(n+1).

Vegyiink egy [ > % egészet. Tegyiik fel, hogy f(k) # f(0). Ekkor I|(f(1) — f(0) és (I —1)|f(I) —
f(1) = f(1) = £(0), ami (1,1 — 1) = 1 miatt f(I) — f(0) > {(1 —1) > &L . AL > k2 14>k +1ha
k > 5. Ez pedig ellentmonéas. Hasonldéan szimmetrikusan mitikodik ez k < k—2H

Kimaradt még, ha k = 4. Ekkor is f(0) = f(5). 3|f(3) — f(0) = f(3) — f(5) és 2|f(5) — f(3), azaz
f(5) = f(3) = f(0). Valamint ugyanigy f(2) egyenls az elézéekkel. f(4) — f(1) 0 vagy 3, azonban ha
3, akkor kiilonbozik a paritasuk, ami nem lehet, mert 2|f(4) — f(0) = f(4) — f(3) és 2|f(1) — f(3).
Tehat f(1) = f(4) és f(0) = f(2) = f(3) = f(5). Ez csak ugy lehet, ha az egyik 4 a méasik 0. Ekkor
f(z) — f(0) az els6 megoldasban szerepl6k miatt z(x — 5)(x — 2)(z — 3)g(x), ami = = 4-ben csak 8
tObbszordsét veheti fel, azaz 4-et nem. Ekkor 0-4t vesz fel, igy a feladat allitasat igazoltuk.

(Janzer Barnabds és Maga Baldzs megolddsa alapjin)

Megjegyzés: k = 1,2, 3-ra van ellenpélda:
filz) = 2(2 = 2), folz) = 2(3 — @) & fs(2) = 2(4 — 2)(z — 2)*.

12. O és O kor metszéspontjai A és B. Legyen 7 egy olyan egyenes, mely d&tmegy a B ponton, és O1-et C, O2-t D
pontban metszi, agy, hogy a B pont C' és D ko6zott helyezkedik el. Legyen s az AD-hez kozelebbi, azzal parhuzamos
egyenes, mely F-ben érinti O;1-et. EA Oz-vel vett A-t6l kiillonb6z8 metszéspontja legyen F', és Oz F-ben huzott érintéje
t. Bizonyitsuk be, hogy

a) t parhuzamos AC-vel,
b) 7, s és t egy pontban metszik egymast.
(Németh Ilona)
Megoldas: a) Lassuk be, hogy CE'A haromszog hasonlé AF' D haromszoghoz.
ECAZ = FAD/, mivel FAD/Z egyenls s és EAF egyenes szogével (s || AD) és s és EAF egyenes
szoge egyenls EC A szoggel, a keriileti szogek tétele alapjan (O; kor E'A hurjanak keriileti szoge, és az
E-be huzott érintével vald szoge).

CEAZ = AFD/, mivel AFD/ = ABD/ (keriileti szogek tétele: Og kor, AD hur), ekkor CBAZ =
180° — ABD/ (r egy egyenes) CEAZ = 180° — CBAZ (keriileti szogek t.: Op kor, C'A hur, a har
kiilonboz6 oldalan 1évé szogek), tehat CEAZ = 180° — (180° — ABD/) = ABD/ = AFD/

Tehat CEAA ~ AFDp, igy CAEZ = ADF/, ami mar az, amit szeretnénk, mivel CAEZ az AC
egyenes és FAF egyenes szoge, azt szeretnénk bizonyitani, hogy t és FAF' egyenes szoge is ennyi. t és
EAF egyenes szoge éppen ADF /Z a kertileti szogek tétele alapjan (Og kor AF hurjanak keriileti szoge,
és az F-be huzott érintével vald szoge)

b) Lassuk be, hogy 7 és t, valamint s és r metszéspontja is rajta van BF Ex koriilirt korén. Jelolje
M a kor és t, mig My a kor és s metszéspontjat.

e BMF/ = BEF/ (a koréirt kérben BF hurhoz tartozo keriileti szogek)
e BMF/ = BCAZ (t | CA = valtoszogek, hiszen r egy egyenes)

e BCAZ = BFEA/Z (= BEF/Z) (keriileti szogek t.: O kor, BA hur)

masrészt:

11
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e BMyE/ = BFE/ (a koréirt korben BE huarhoz tartozo keriileti szogek)
e BMyE/ = BDA/ (s || DA = parhuzamos allasu szogek, hiszen EAF egy egyenes)
e BDA/ = BFAZ (= BFEZ) (keriileti szogek t.: Oz kor, BA hur)

Tehét M, = My, mivel r egyenesnek B ponton kiviil csak egy metszéspontja van BF Ea korilirt
korével.

13. Adott ABC haromszdg. Szerkesztends D pont a haromszog koriilirt kérének B-t nem tartalmazé AC ivén, gy
hogy az ABC D négyszog érinténégyszog legyen. (Simon Péter)

1. megoldas:

Lemma: Egy ABCD négyszog akkor és csak akkor érints-
négyszog, ha ABC és ADC haromszogek beirt kore ugyan-
ott érintik az AC oldalt.

Bizonyitds: Erintse ABC haromszog beirt kore az AC' ol-
dalt E-ben. Ekkor AE — EC = (s — BC) — (s — AB) =
AB—BC, ahol s = (AB+BC+CA)/2. Ekkor ha ADC héa-
romszog beirt kore az AC-t E’-ben érinti, akkor hasonldéan
AE — E'C = AD - CD.

Ismeretes, hogy ABC D négyszog akkor és csak akkor érin-
ténégyszog, ha AB + CD = AD + BC, azaz AB — BC =
AD—CD, tehat AE — EC = AE' — E'C', ami akkor és csak
akkor igaz, ha £’ = E. Ezzel a lemmat bizonyitottuk. [

Mivel az ABC haromszog adott, ezért ezt az E pontot meg tudjuk szerkeszteni. Ha ebbdl az E-bsl
merdlegest bocsatunk az AC oldalra, akkor egy olyan egyenest kapunk, melyen rajta van az ADC
haromszog beirt korének kézéppontja.

Tetszbleges ADC haromszogre igaz, hogy ha vessziik a koriilirt kérének D-t nem tartalmazo AC
ivének F felez6pontjat, akkor F' kozéppontu F'A sugart koron rajta van az ADC beirt korének ko-
zéppontja. Mivel F-et meg tudjuk szerkeszteni, ezért ezt a kort is, igy megszerkeszthetjiikaz ADC
haromszog beirt korének koézéppontjat, amivel D szerkesztése mér egyértelmii.

2. megoldas: Egy ABC D négyszog akkor és csak akkor érinténégyszog, ha AB — BC = AD — CD.
A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy AB > BC. Arra hajtunk, hogy megszerkessziik az AD oldal
azon E pontjat, melyre ED = DC.

Erre az E pontra teljesiil, hogy AE = (AE+ED)—ED =
AD—DC = AB— BC'. Tehat AF tavolsagot meg tudjuk
szerkeszteni, igy A kozépponti AFE sugaru koron rajta
van E. Viszont tudjuk, hogy:

AEC/ = 180° — DEC/ =
s 180 —2EDC’4 o0t AB204'

Tehét ezt a szoget meg tudjuk szerkeszteni, amivel meg
tudjuk szerkeszteni az AC-hez tartozo ilyen szogd lato-
korivet.

Igy a szerkesztett koriink és latokoriviink metszéspontja )
megadja az E pontot, ahonnan a szerkesztés egyértelmd. ...

12
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14. Legyen ABC haromszog beirt kérének kozéppontja I. Szokasos jeldlések mellett bizonyitsuk be, hogy tetszéleges
P pontra fennall az

a-PA* +b-PB* +¢-PC°=a-TA* +b-IB* +¢-IC* 4 (a+b+c)- PI?
egyenl@ség. (Szabd Barnabds)

Megoldas: A bizonyitand6 egyenlGség ekvivalens alakja:
a-PA?>+0b-PB*4+c¢-PC*=a-(PI* +IA*) 4+ b- (PI* +IB*) +c- (PI* +IC*) + (a +b+c)- PI?

Ha vektoroknak fogjuk fel a szakaszokat és PX = PI + I X helyettesitéseket elvégezziik (ahol X =
A, B, C'), majd skalarszorzatként tekintiink a négyzetre emelésre, akkor az jon ki, hogy a bizonyitando
allitas ekvivalens a kovetkezdvel:

a-IA4+b-IB+c-IC =0

Legyen D a C-bél induld belsd szogfelez6 és AB egyenes metszéspontja. Ekkor szdgfelezd tétel alapjan
% = ¢, innen meg mar vilagos, hogy -4;1A + GLH)IB =1ID, amib6l a-TA+b-IB = (a+0)-ID.
Ebbdl kivetkezik, hogy az a-ITA+b- 1B+ c-IC vektor irdnya parhuzamos a C-bél indul6 szogfelezével.

Ugyanezt a gondolatmenetet persze mésik szogfelezére is eljatszhatnank. a- IA+b-IB +c-IC

pedig csak akkor lehet tobb kiilonbozé iranyt vektorral is pdrhuzamos egyszerre, ha nullvektor.
2.5. Pangalaktikus Gégepukkaszto

15. Adott a sikon két kér tgy, hogy a kisebbik a nagyobbik belsejében van. Tudjuk, hogy a nagy kérbe rajzolhaté
egy olyan hurnégyszog, melynek oldalfelezépontjai a kis koron vannak. Milyen osszefiiggés 4ll fenn r, R és d (a két kor
sugara és a két kor kozéppontjanak tavolsaga) kozott?

Megoldas: Hasznaljuk a kovetkez§ jeloléseket:

A nagy korbe rajzolt hurnégszog legyen ABC D, az oldalfelez6pontjai EFGH. A nagy kor sugara
R, kézéppontja P; a kis kor sugara r, kdzéppontja O.

Az oldalfelezé pontok altal alkotott EFGH négyszog paralelogramma, ugyanis barmely négyszog
oldalfelez6i egy paralelogrammét hataroznak meg. Tovabba, mivel ezek a pontok egy koron vannak,
a szembelevs szogek 180 fokra egészitik ki egymast. Ezekbdl kovetkezik, hogy az EFGH négyszog
téglalap. A téglalapba legyen EF = GH =a és FG=HE =b.

Mivel P az ABC D oldalfelezé merélegeseinek metszéspontja, igy nagy kor O kbzéppontja a tégla-
lapon belill kell elhelyezkedjen. Tovabba, az DH PG négyszogben H-nél és G-nal derékszog van, igy
GPHZ/ = 180° — HDGZ. Ez egyben azt is jelenti, hogy ha az ABCD Xkoriilirt korét D-bol felére
kicsinyitjiik, a kapott k; kor éppen atmegy P-n. (k; kozéppontjat jelolje I7.)

Hasonloan, ha az ABCD koriilirt korét B-bol kicsinyitjiik a felére, a kapott Iy kézéppontia ko kor
is &tmegy P-n, hiszen FPF/ = 180° — FBE/Z. A k; és ko korok sugara R/2.

13
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Konnyen lathato, hogy ko kor megkaphato a ki-nek HE vektorral valo eltoldsaként, igy 1l =
b. Jeldljik h-val az I; pont és a GH szakasz tévolsagat. Felhasznalva, hogy P rajta van az Il
felez6merdlegesén, kapjuk a kovetkezdket:

Innen mar kénnyen leolvashat6 a keresett Osszefiiggés:

R 2
d2 2: v
+r (2>

(Csigi Maté megolddsa)

2.6. Sotét fény

26. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder mind a négy lapjanak a teriilete egyenld, akkor a lapok
egybevagoak. (Badacsonyi Andrds)

14
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Megoldas: Megtaldlhato a Sklarszkij—Csencov—Jaglom: Vélogatott feladatok és tételek az elemi ma-
tematika korébsl — Geometria II. (Sztereometria) c. kotetben.

16. A k; és ko egyenld sugari korok két pontban metszik egymést. Az ¢ egyenes a ki kort az A és C, ko-t a B és
D pontokban metszi 4gy, hogy az egyenesen a pontok sorrendje A, B, C és D. A ks és k4 korok mindketten érintik a
kovetkezdket: az £ egyenest, ki-et beliilr6l, és ko-t kiviilrsl; tovabba £ kiilonbo6z6 oldalain vannak. Tegyiik fel, hogy ks
érinti kq-et. Bizonyitsuk be, hogy AB = CD. (Fehér Zsombor)
1. megoldas: Legyen E a kq és ko korok kozos hirjanak felez6pontja, K és L a ks és k4 korok érintési
pontja ki-en, N és M pedig ko-n. Legyen tovabba P,T az L, K pontok tiikorképe E-re.

A korok egyenld sugariak, ezért E a hasonlosagi pontjuk, igy T és P rajta van ko-n. Monge tételébdl
a ki, ko, ks korok K, N, E hasonlosagi pontjai (2 belss, 1 kiils§) egy egyenesen vannak. Ugyanigy
L, M, E is egy egyenesen van.

Monge tétele
Felhasznélva az E-re val6 tiikrozést, és az E pont kg korre vald hatvanyat,
EFL-EM=FEP-EM =FET-EN=FEK -EN.

Tehat E hatvanya a ks és ko korokre megegyezik. Igy F rajta van az ¢ hatvanyvonalon. AB képe
az F-re valo tiikrozésnél CD, ezért AB = CD.

[
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2. megoldas: Legyen O és H a ki és ko korck két metszéspontja. Alkalmazzunk egy O kézépponta
inverziot. ky és ko képei egyenesek lesznek, k3 és kg képei korok, £ képe O-n dtmend kor.

Az érintések megtartasa miatt k% és k) érinti a k] és kb egyeneseket, igy a korok kozéppontjai rajta
vannak a két egyenes egyik szogfelez6jén, e-n. Az ¢’ kor érinti a k3, ks koroket azok érintési pontjaban,
ezért ¢/ kozéppontja is rajta van e-n.

Mivel E az OH szakasz felez6pontja volt, ezért H' is felez6pontja OE’-nek. Mivel a kq, ko korok
egyenld sugartiak, ezért O egyenld tavol van a kf, k) egyenesektdl. Igy O rajta van a masik szogfelezon,
tehat O H' merdéleges e-re. Az 4bra tehat teljesen szimmetrikus e-re, igy az ¢’ kor atmegy O tiikorképén,
E’-n is. Tehat az £ egyenes atmegy FE-n, ahonnan AB = CD.

17. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, melyekre abc = 1, akkor

a n b " c > 3
bla+b) cb+c) alcta) = 2°
(Janzer Barnabds)
Megoldas:
a b c a’c? n b%a? n c*b? _ (ca)? N (ab)? n (be)?

b(a+b) +c(b +c¢) +a(c +a)  abc*(a+0b) a?be(b+c) abc*(c+a) cla+b) alb+c) blc+a)
Titu-lemmaval:

(ca)? (ab)® (be)?
cla+b) alb+c) blc+a)

(ab+bc+ca)®>  ab+bc+ ca
2(ab+bc+ca) 2

>

A széamtani és mértani kozép kozti Osszefiiggés szerint

abrbetea, obeR =1

3
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ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk. EgyenlGség a szamtani—mértani miatt csak ab = bc = ca, tehat
a =b=c=1 esetén lehetséges, és akkor tényleg egyenlség van.

18. Van-e olyan pozitiv valés szamokbol all6 @1, 2, ... végtelen sorozat, amelyre Tn 2 = \/Tni1 —+/Tn teljesiil minden
n > 1 esetén? (Mdcsy Miklos)
Megoldas: Ha van a sorozatnak 1-nél nagyobb x,, eleme, akkor x,, > x,,+1 (hiszen a gyokébol
vonunk ki egy szamot); ezért \/Tpm 11 < \/Tm, Vagyis T,,42 negativ lenne. Tehat a sorozatnak nincsen
1-nél nagyobb eleme.

Ha z,, = 1, akkor ha z,,1 a fentiek miatt legfeljebb 1; ha z,,+1 = 1, akkor x40 = 0, i3
negativ; ha x,,11 1-nél kisebb, akkor mar x,,12 is negativ. Tehat a sorozat 1-nél kisebb nemnegativ
szamokbol all.

A sorozat szigorian monoton nd, mivel maskiilonben az egyik tag negativ lenne. Emiatt a gyokok

kiilonbsége is né. Mivel a kiilonbség nd, legkésébb [ﬁ} lépés mulva a sorozatnak lesz 1-nél nagyobb
eleme. Tehat nincs a feltételeknek eleget tevs végtelen sorozat.

2.7. Tokéletesitett forma

19. Hivjuk az A-val jeldlt, n-jegyt szam csonkjanak azokat az (n — 1)-jegyl szamokat, amiket gy kapunk, hogy az

A-nak toroljiik az egyik szamjegyét. Példaul, az 2012 csonkjai a 212, a 202 és a 201; 0-val nem kezdédhet az (n—1)-jegyd

csonk. Hany olyan 7-jegyd szdm van, amely nem allithato el6 egy szam és egy csonkjanak Osszegeként?
(Csepregi-Horvdth Zsdfia)

Megoldas: Az A = ajazaszasasagar és B = ajasazazasag csonkjanak osszege 11B + ay, ami elGallit
minden 11 - 105-nél nagyobb szdmot, ami nem 10-et ad 11-es maradékként.

Ugyanigy a C' = Ci¢ac3cacsig és csonkja a D = ¢icacscacs elballitja a kisebb, nem 10 maradékokat
modulo 11.

Ha nem az utols6 szamjegyet vessziik le, akkor a szam és csonkja ugyanarra a szamjegyre végzddik, azaz
az Osszege paros. Igy a 22p + 21, p € N semmiképp sem allithato els. Megmutatjuk, hogy a 22p + 10
viszont elgall ilyen formaban (n € {6,7}): ajaz ... an—26,—1Gn + @102 - - - Gpn—2a, = 110 - ajaz...an—2 +
10a,—1 + 2a, Valéban, ha 22p + 10-et modulo 5 vizsgaljuk, 110k + 10, 110k + (10 + 22) = 110k + 32,
110k + 54, 110k + 76, 110k + 98-at kapunk, ahol behelyettesithetjiik k& helyébe ayas- - an,—2 —t és
(an—1,an) € {(1,0),(3,1),(5,2),(7,3),(9,4)} egyikét, tehat a 22p + 10 alak is elall. Vagyis Gsszesen
a 22p + 21 alakd szdmok nem allnak els, ahol 106 < 22p + 21 < 10771, azaz 45454 < p < 454544, azaz
409091 darab nem elGélld szam van.

20. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén létezik olyan n-jegyt szam, amely nem tartalmaz O-t és
oszthato a szamjegyei Osszegével. (Cserndk Tamds)
1. megoldas: Legyen k pozitiv egész. Készitsiink olyan szamokat, amelyek szidmjegyeinek Osszege
2k 6s oszthatoak is vele. Egy szam 2*-nal valé oszthatosagat az utolsé k jegy hatarozza meg. ElGszor
csinaljunk olyan 2F-nal oszthato k-jegyt szamot, ami nem tartalmaz O-t. Induljunk ki abbol a szambol,
ami csak 1-eseket tartalmaz, és ebbdl k darabot. Ezutan sorba 0-t6l (k—1)-ig minden i-re érjiik el, hogy
a szam oszthato legyen 27t 1-nel a kovetkez modon: ha a szam mar oszthaté vele, akkor meghagyjuk,
ha nem, akkor hozzaadunk 10°-t, ezzel egy l-est 2-esre cseréliink. Mivel a szam az el6z6 lépés miatt
oszthato 2%-nel, de 2/ -nel nem, és a 107 is ilyen az sszegiik oszthato lesz 2/ 1-nel. Igy az utolso lépés
utan kapott szam oszthato lesz 2F-nal. Nézziik meg, hogy egy adott k& milyen n-re ad megoldast. Ha
az utols6 k-jegyt rész el6tt van 1-estdl kiilonboz6 jegy, azt kisebbekre bontva novelhetd 1-gyel a jegyek
szama, tehat egy adott k esetén a legkisebb és legnagyobb megfelel6 n koézott mindegyik megfelel. A
legnagyobb n akkor jon létre, ha minden jegy az utolsé kivételével 1-es. A legrosszabb esetben az utolsd
k jegy Osszege 2k a konstrukcié miatt. Ekkor még hozzarakhatunk 2% — 2k jegyet, tehéat az Osszes jegy
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szama felvihets (2% — k)-ra. A legkisebb n akkor van, ha az utols6 k jegy kivételével mindegyik 9.
Ekkor a legrosszabb esetben az utolso k jegy Osszege k, igy a jegyek szama ﬁT*k + k. Ahhoz, hogy
minden n-re legyen megoldas azt kell bizonyitani, hogy

2k — k-1
2k—k2*+k+l.

Beszorozva és rendezve: 9-2F — 9k > 21 4 8k + 8, vagyis 7-2F > 17k + 8. Ha k elég nagy, ez nyilvan
igaz, mert egy exponencidlis fliggvény egy linearis folott van, s6t ez mér k = 4-t6l kezd6dGen igaz. Van
a feladatnak megoldasa k = 4, n = 6 esetre: 912112. Mivel innen minden n-re van megoldés mar csak
az ennél kisebb eseteket kell megnézni. Ezekre pedig adjunk egy-egy megoldast kiilon-kiilon: 91312,
4112, 112, 12 és végiil 1.

2. megoldas (vazlat): A végzddések ugy is elkészithetSk, hogy az utolsd jegy 2-es, elStte pedig 1-es
és 3-as jegyek vannak. Itt méar eggyel hatrébb 1évs szamjeggyel lehet a megfelel§ 2 hatvannyal valo
oszthatosagot elérni.

3. megoldas (vazlat): Csinaljunk olyan szamokat, amelyek szdmjegyeinek osszege 9 -2F és oszthatok
is azzal. A 9-cel valo oszthatésagot mar a szédmjegyek Osszege adja, a végzédést pedig az el6z6hoz
hasonl6 modszerrel adhatjuk meg. Itt kevesebb speciélis esetet kell megnézni az elején.

21. Legyen ABC egy tetszéleges haromszog, és legyen M, N, P harom pont a BC, C A, AB oldalakon, tgy, hogy AM,
BN, CP egy pontban metszik egymast. Az AB-vel N-en keresztiil hizott parhuzamos az M P-t az E pontban metszi,
és ugyanigy az AB-vel M-en keresztiil hizott parhuzamos az N P-t F-ben metszi. Mutassuk meg, hogy CP, M N, és
EF egy pontban metszik egymaést! (Németh Gergely)

1. megoldas: Abban az elfajuld esetben, amikor MN || AB, M = E és N = F, tehat a feladat
allitasa trivialisan teljesiil.

Ha M N és AB nem parhuzamosak, akkor az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehets, hogy N
tavolabb van AB egyenest6l, mint N. Ekkor (N € (PF) és ha R jeloli az NE és a BC metszéspontjat,
akkor E € (NR).

Legyen O az AM, BN, és C'P metszéspontja, Q az M N és az EF metszéspontja, és S a CP és az
M N metszéspontja. Azt kell bizonyitanunk, hogy Q = S.

C

A
Hasznalva a Menelaosz-tételt a BM N haromszoget metsz6 OSC' egyenesre, és az ABN héaromszo-

get metsz6 POC' egyenesre, valamint a Ceva-tételt az ABC haromszogre, az alabbi Gsszefliggéseket
kapjuk:
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SN OB  CM _q
SM ON CB —

ON CA PB () SN MB CA SN  BC AN
.CA PB _ AN . : =1 — : .

OB " CN ' PA SM CB AN Y Sy T BM  AC

PA MB NC _ 1

PB MC A

A NEQ és a M FQ haromszogek hasonlosagabol, és szintén, a PEN és a PM F hasonlosdgabol,
valamint a PBM és az FRM , és az ABC az NRC ésa C, M, és a megfelel§ pont altali haromszogekbdl:

QN NE PE BR BR BC AN BC SN
QM MF PM BM BC BM AC BM SM
Mivel @ és S mindketten rajta vannak az M N egyenesen, kivetkezésképpen ) = S és ezzel bizo-
nyitottuk az allitast.

2. megoldas: Projektiv leképezést hajtunk végre, Ggy, hogy az AB egyenes legyen az idealis egyenes.
Ekkor NE || MF és CN || MO, valamint NF || CO || EM, vagyis CNOM és NFM E paralelogram-
méak, és az egyik atlojuk, N M egybe esik. Azt kell belatni, hogy a harom kiilonb6zé atlé egy pontban
metszi egymaést, viszont, egy paralelogrammaban egy 4tl6 meghatéirozza az 4tl6k metszéspontjat, mivel
a paralelogramma &tloi felezik egymast. Vagyis NM felez6pontjan megy at CO is és F'E is. Mivel a
projekcié érintkezéstartd, az allitast bizonyitottuk.

(Kallo Kristof és Machd Bonis megolddsa)
2.8. XKCD csapat

22. Fel lehet-e bontani egy v/2 x 1-es téglalapot véges sok négyzetre? (Agoston Péter)

Megoldas: Konnyen belathatd, hogy egy jo felbontésban a négyzetek oldalainak parhuzamosnak kell
lennie a téglalap oldalaival: vegyiink egy olyan négyzetet, amely legalabb egy kozos szakaszban érint-
kezik a téglalap szélével. Ilyen van, hiszen a téglalap véges sok oldalszakaszbol 4ll, és ezek mindegyike
csak egy pontban (egy csucsban) érintkezhetne egy tetszéleges négyzettel, de mivel végtelen sok pontja
van minden oldalnak, még igy is végtelen sok pontja maradna. Tehéat ezt a négyzetet elhagyhatjuk
a téglalapbol, de a fenti allitasok az elhagyassal keletkezett sokszogre is igazak (azzal a kiilonbséggel,
hogy késébb a négyzet egy cstcsan kiviil a sokszog egy csicsa is lehetséges érintési pont lesz), tehat
ebben is van egy oldalakkal parhuzamos négyzet, amit elhagyhatunk, stb. Es mivel véges sok négyzetre
bontottuk fel a négyzetet, belattuk, hogy ezek mindegyike oldalparhuzamos.

Vegyiink fel a valos szamok halmazaban mint Q fo6lotti vektortérben egy olyan bézist, amelyik
tartalmazza az l-et és a v/2-t! Ilyen létezik, mert az 1 és a v/2 a Q f5lott fiiggetlenek. f legyen egy
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olyan Q folott linearis fiiggvény, amely az 1-ben 1-et, az emlitett bézis tobbi elemében pedig 0-t vesz fel!
Ekkor definidljuk Ggy egy vizszintes és fligg6leges oldalakkal rendelkezs téglalap teriiletét, amelynek
vizszintes oldala a hosszi, mig a fiiggsleges b, hogy az 1j teriilet a - f(b). Ha egy téglalap téglalapok
kozos bels§ pont nélkiili unidja, akkor a téglalap most definidlt teriilete a kis teriiletek Osszege: teljes
oldalas érintkezésnél ez kivetkezik az f linearitasabol, akar a fiiggGleges, akar a vizszintes oldallal
érintkeznek a kis téglalapok, igy ha beracsozunk egy téglalapot téglalapokra, arra is miikédik. Ha
viszont nem igy bontjuk fel a téglalapot, akkor is konnyen tovabb bonthat6 olyan médon, hogy minden
téglalap vizszintes és fliggbleges oldalegyenesét is behtuzzuk.

Azonban ha egy v/2 x 1-es téglalapot fel tudnank bontani véges sok négyzetre, akkor egy 90°-o0s
elforgatassal képzett 1 x v/2-es téglalapot is fel tudnank bontani ugyanilyen négyzetekre. Azonban mig
a négyzetek teriilete az elforgatastél nem valtozik, a téglalapok koziil az elsbbié v/2, mig az utobbié 0,
tehat ellentmondasra jutottunk, vagyis nem lehet felbontani a téglalapot.

23. Ketten jatszanak egy n X m-es pontracson. A kezdé jatékos behtiz egy egyenes vonalat két szomszédos (nem 4tlos)
pont kozé. Ezutan felviltva lépnek és mindketten behtuzhatnak egy vonalat két olyan szomszédos pont kozé, melyek
kozil az egyikbdl egy vonal indul ki, a méasikbdl egy sem, mas szoval folytatniuk kell a kigyét, ami nem metszheti
onmagat. Amelyik jatékos nem tud lépni, veszit. Allapitsuk meg, hogy n és m fiiggvényében melyik jatékosnak van
nyer§ stratégiaja! (Kalls Kristdf; Glen Vecchione Jdtékos fejtordk c. konyvébdl)
1. megoldas: Az vilagos, hogy az els6 1épés két pontot foglal el, és innen kezdve minden 1épés tovabbi
egyet. Kezd§ lépései utan tehat paros sok pont lesz lefedve, mig Méasodik 1épései utan paratlan sok.
Tehat minden olyan jaték esetén, ahol a kigyd az 6sszes pontot lefedi, ha paros sok pont van (vagyis n
és m koziil legalabb az egyik paros), Kezdg nyer, egyébként Masodik.

Most megmutatjuk, hogy ezekben az esetekben valéban az emlitett jatékosoknak van nyeréstraté-
gidja, vagyis mindig paros sok pont fog kimaradni. Ehhez parositsuk a pontokat gy, hogy minden
parban két szomszédos pont legyen, és minden pont pontosan egy parba tartozzon. Vilagos, hogyha
sikeriilt 1étrehozni egy ilyen parositast, akkor a soron kévetkezd jatékos fog vesziteni, hiszen ha behiz
egy vonalat, a masik jatékos ki tudja valasztani annak a pontnak a parjat, ahova lépett. Minden szabad
pont parositva lett, tehdt a soron kdvetkezs biztosan egy olyan pontra lép, amelynek van parja. A
maésik jatékos pedig biztosan ki tudja egésziteni a kigyot, hiszen minden pontnak pontosan egy péarja
van.

Ha 2|n - m, akkor egyszertien készithetiink parositast. Tegyiik fel, hogy o0 0000 o
n péaros, majd az n sort osszuk fel kettesével, igy 5 db 2 x m-es téglalapot o0 00000
kapunk. Ezekben az elemekben parositsuk oszloponként a pontokat (1. db- oo 000 o0
ra). Ezt megtehetjiik, hiszen minden oszlopban két pont van. Kezds egy O 000000
pontpar kozé hiiz be egy vonalat, és igy egy olyan jatékallasba jutottunk, oD oD o0 00
amirgl mar megallapitottuk, hogy benne a soron kovetkez§ jatékos, vagyis O 0000 00
Miésodik veszit, ez esetben tehéat tényleg Kezdének van nyerd stratégidja. 1. abra

Ha n-m paratlan, vizsgaljuk meg az elsé lépést. Tegyiik fel, hogy ez fligg6legesen all (ha vizszintes,
forgassuk el a racsot 90°-kal). Igy az oszlopabol két pontot foglalt el, vagyis paratlan sok maradt, ami
azt jelenti, hogy folotte vagy alatta péaros sok sor van (2. dbra, zold jelolés). Feltehetjiik, hogy a paros
sok sor lent van (ha nem, forgassunk 180°-kal). Ezt a lenti részt mér parosithatjuk (mint 1. dbra).
A kezds lépés vizszintesen viszont csak egy pontot foglal el, tehat a szabad oszlopok igy péaros sokan
lesznek. Tehat vagy téle jobbra és balra egyardnt paros sok, vagy mindkét oldalt egyarédnt paratlan
sok oszlop talalhato.
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D00 0000 OO 000 00 OO0 00 o0 0000000
0000000 o0l0 |00 00 o-olo|oo oo oo oo oo
oioocoo OOEOOOO ooléloo oo OOOOOO
oo o000 0000000 0000000 000 @loo0 o0
ololo o 000 OO0 00000 OO0 00000 (c:Wz)ooo
olojlo oo oo 0000000 0000000 0000000
olojo oo oo 0000000 0000000 0000000
2. &bra 3. &bra 4. abra 5. &dbra

Az els§ esetben parosithatjuk mindkét oldalt (3. dbra), és marad egy egy széles és paratlan hosszu
parositatlan rész, aminek egyik végén van a megkezdett kigyd. Ezen a végen az utols6 pontot nem
fogjuk parositani, a tobbit viszont igen (4. dbra). Masodik tehat a parositott ponttol fogja folytatni a
kigyot, behizva annak parjat, és elérkeztiink a fenti jatékallasba, ahonnan a soron kovetkezd jatékos,
vagyis Kezdé veszit.

A masodik esetben a péarositatlan pont a fentebb 1év8 lesz (5. dbra, narancs pont). A lentebb
lévét belefoglaljuk a soranak a téle balra 1évE részébe, ami igy mar péaros széles lesz, tehat péarosithato
(rozsaszin). Az ettdl feljebb 16v6 rész immar paros magas, tehat szintén parosithato (sdrga). A legfelss
sor kimarado része szintén paros széles, az is péarosithato (tirkiz). Az alatta 1évs, a kigyo feletti
kimaradt rész paros magas, vagyis parosithato (kék) és végiil a kigyotol jobbra 1évd kimarado rész
is paros magas, tehat parosithatod (piros). Masodik ez esetben a rozsaszin palyarészben huzza be a
kovetkez6 vonalat, és igy szintén elértiink abba a helyzetbe, ahol Kezdd veszit.

Sok kiilonféle miikodsképes péarositas létezhet mindkét esetben, ezzel csak azt mutattuk meg, hogy
barmilyen pozitiv n és m esetén létezik egy, és ezzel belattuk a kezdeti feltevésiinket, miszerint n - m
paros volta esetén Kezd§, egyébként Méasodik nyer.

2. megoldas: Nézziink most egy az el6z6tdl teljesen kiilonbdzs megkdzelitést. Az alapelv az, hogy a
jatékos, akinek nyerdstratégiaja van, mindig utdnozza a mésikat, és igy mindig tud még hova lépni.

Péros sok pont esetén Kezdének be kell hiiznia egyet azon élek koziil, amelyek a paros oldalon a két
kozépsé pont kozott futnak. Ezutan ennek a kezd§ élnek a felezGmerdSlegesére kell tiikréznie Méasodik
lépéseit, és biztosan nyer, hiszen ha Masodik elakad valamelyik véggel, biztos, hogy Kezd§ is elakad a
maésikkal. Masodik at sem vezetheti a kigyot ezen a felezGmerdGlegesen, mert az & lépése el6tt a kigyo
szimmetrikus, tehat ha az egyik vége a felezGmersleges mellett van, akkor a méasiknak is ott kell lennie
a tiloldalon.

Paratlan sok pont esetén valamivel bonyolultabb a helyzet, igyhogy kezdjiink egy segédabréaval (6.
dbra). Mivel n és m paratlan, egy oldalon a racspontok kozott paros sok él fut, s ezért megtehetjiik
a kovetkezdt. Definidljunk egy 2 x 2-es racsot (az abrén piros), aminek csticsai kozott szerepelnek a
racs sarkai. Ezen racs négyzeteinek kozéppontjai meghataroznak egy masik 2 x 2-es racsot (kék), ami
az oldalaknal csak fél élt tartalmaz (lasd az abrat). Ez a két racs éldiszjunkt, és lefedi az eredeti racs
Osszes élét.
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7. abra 8. abra 9. abra

Ha Kezd§ egy piros élet haz be, akkor Masodik kiegésziti a piros racs azon élét. Hogyha ezt nem
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tudja megcsinalni, mert az a piros cstucs mar foglalt, amihez hiiznia kellene a vonalat, befordul egy kék
ponthoz, mégpedig abba az irdnyba, amelyikbe zart a kigyévonal. Ezt biztosan meg tudja csinalni,
hiszen a kigyo Osszefiiggs, tehat pontosan az egyik iranyba korbement (7. dbra). Innen kezdve a kék
csticsokon fogja ugyanezt csindlni, és csak ugyanilyen esetben akadhat el, hiszen az a keret, amibe
befordult, nem tartalmazhatott kék cstucsokat.

Ugyanigy léphet, ha Kezd§ az elején kék élt huzott be, kivéve, ha az a palya szélén van (vildgoskékkel
jelolve a 6. dbrdn). Innen a kereten 1év8 piros csiicsok valamelyikébe kell élt hiiznia. Ebben az esetben
is két iranyba mehet tovabb és mindegy merre, kivéve, ha mar van egy ilyen tipust él behtazva. Ekkor
a kigyo két részre bontja a palyat, az els6 ilyen élnél az egyik részbe vezette tovabb Mésodik a kigyot,
a masodik ilyen élnél a masik térrészbe kell tovabbvezetnie (8. dbra). Ha Masodik jol jatszik, biztos,
hogy a kigyd nem megy 4t ketténél tobb vildgoskék élen, hiszen csak Kezd§ hiizhatja be, és csak ha kék
cstcsbol indult, valamint mert a kigyonak csak két vége van. Kék csticsbél indul az eléz6 bekezdésben
targyalt esetben is, am ekkor a kigyonak az a vége méar be van zarva. Azért van sziikség arra, hogy
mésodszor a masik térrészbe induljon tovabb, mert kiilonben keletkezne egy olyan piros pont, amelyben
elakadhatna a masik vég (9. dbra, z6ld pont).

Megjegyzés: Vecchione konyvében kihangsilyozza azt a koriillményt, hogy a jatékosok a kigyénak
csak az egyik végét folytathatjak (Masodik még eldontheti, hogy merre kezdi el). Konnyen lathato,
hogy evvel a pontositassal csak az 1. megoldas allna tovabbra is helyt.

24. Tekintsiink két koncentrikus kort és n darab, a kozds kozéppontjukbol kiindulé félegyenest, ezek 2n darab vé-
ges teriiletrészt (tovabbiakban: mez8t) hataroznak meg. Az igy létrejott mezdkre elhelyeziink Osszesen 4n + 1 békat.
Amennyiben legalabb harom béka van egy mezdén, akkor a harom szomszédos mezdre atugrik egy-egy béka, egyébként
helyben maradnak. Bizonyitsuk be, hogy id6vel minden mezd&re igaz lesz, hogy van rajta béka vagy minden szomszédjan
van béka. (Nagy Bence Kristdf)
Megoldas: Megoldas: nevezziik jonak azokat a mezdket, amelyekre teljesiil ez a feltétel. Amennyiben
egy mezdre épp abban a pillanatban ugrott egy béka, jo lesz, hiszen van rajta. Amennyiben leugrik rola
3, akkor is j6 lesz, hisz minden szomszédjan lesz béka, egészen j6 is marad, amig az egyik szomszédjarol
le nem ugrik, amikor is viszont az el6z6 feltétel miatt lesz j6. Tehét bizonyitand6: minden mezdére ugrik
béka idGvel.

Nevezziik résznek a két szomszédos félegyenes kozotti két mezd uniojat. Ha valamely részbe ugrik
be legaldbb 3 béka, akkor vagy a kiils§ és a belsé mezébe is ugrott be legaldbb egy béka, vagy csak az
egyikbe, akkor viszont kés6bb onnét ugrik béka a harom szomszédjaba, igy a méasikba is. Tehat azt is
elég bizonyitani, hogy minden részbe ugrik be minimum 3 béka.

Tegylik fel, hogy ez nem igy van. Ekkor van egy olyan rész és egy olyan allapot, hogy ebbe a részbe
tobbé mar nem ugrik béka. Mivel a békik szama véges, olyan allapot is van, hogy ebbdl a részbdl mar
kifele sem ugrik béka.

Tegylik ezt meg kezdGallapotnak, és tekintsiik a nem mozgo részt, majd haladjunk pozitiv irdnyba.
Ha tehat valahova nem ugrik béka, akkor a pozitiv irdnyd szomszédjabol sosem ugrik ki béka, azaz
nem lehet benne 2 - 2 = 4-nél tobb béka sosem, azaz legfeljebb 4-szer ugranak bele. Az eredeti részbol
nincs kimozgas, tehat ez csak ennek a pozitiv irdnyd szomszédjabol térténhet. Akarhany kimozgas van
onnét, ez véges sok béka kiugraséval jar, emellett legfeljebb 2 - 2 lehetett benne, azaz legfeljebb ennyi
— ugyan nagyobb, de — véges sok befele torténd mozgés volt. Hasonléan tovabbhaladva arra jutunk,
hogy mindenhol legfeljebb véges sok mozgas volt, azaz idGvel vége szakadt a folyamatnak, de az nem
lehetséges a skatulyaelv alapjan: Osszesen 2n mez6 van és 4n + 1 béka, azaz mindig van olyan mezd,
ahol legaldbb 3 béka van, a folyamat sosem &llhat le.

2. megoldas: Csak a megoldas zaro része kiilonbozik az elsé megoldastol. Szamozzuk meg 1-gyel azt
a részt, ahova nem ugrik béka, 2-vel valamelyik irdnya szomszédjat, 3-mal annak szomszédjat, stb.,
majd tekintsiik a békak tartozkodasi helyeinek sorszamanak négyzetosszegét. Ez minden ugraskor
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néni fog, mivel 1-be nem ugrik béka, de maximalizalva van (ha n értéken van mind), azaz megint oda
jutottunk, hogy a folyamatnak le kell allnia véges sok 1épésben, de ez lehetetlen.
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