A VEKTOROK FELHASZNA;ASA
A KUPSZELETEK TANITASABAN

Kovary Kéroly

Az 4j tanterv eldirja a vektorok bevezetését a geometriaban. Ezek jol felhasznalhatdk
tobbek kozott a pont és egyenes koordindtas térgyaldsdban (bar igazi elényiiket itt is
féleg térgeometriai kérdéseknél latjuk), viszont a kipszeletek térgyaldsdndl — amennyire
az irodalmat ismerem — mindeniitt visszatérnek a hagyomanyos targyalasmodhoz. FEzt
nemkivanatos kettésségnek érezve probaltam a kupszeletek vektorokra épiilé felépitését
keresni. Ennek az eredményérol szamolok be az alabbiakban.

A felépités a kip sikmetszeteinek adja meg a vektoregyenletét csiicsponti helyzetben,
ennek dtalakitdsiaval hatdrozza meg a koézéppontot (ha létezik), a fékuszokat, illetéleg a
fokuszt; elvezet a vezéregyenesekkel és a vezérsugarakkal vald jellemzéshez, a konjugalt
atmérokhoz és az érintokhoz. Egyszerti it adodik annak megallapitdasara is, hogy az
altalanos kétismeretlenes masodfoki egyenlet milyen vonal egyenlete.

A targyalas haszndlhatosaganak bemutatasara tobb, a kozépiskolai tananyagon tilmend
kérdéssel is foglalkozom, amint a felsorolds is mutatja. Igen vildgosan jelentkezik a vek-
torok kettos elonye: hogy szemléletes jelentésiik mellett algebrai szamitasok végezhetok
veliik. Ennek koszonhet6 pl., hogy elkeriilhetd a kiillonbozé gorbék jellegének a szokésos
felépitésben mindenképpen kényelmetlen diszkusszidja.

A kupszeleteket mint egy félgomb sikra vetett arnyékat, pontosabban mint egy pontbol
a félgdmbhoz hizott érinté egyenesek sikkal valé metszéspontjainak halmazdt (mértani
helyét) fogjuk szarmaztatni.

Az z, y, z tengely irdnyaba mutaté egységvektorokat jeloljiik ¢-,7-,k-val, az ezek iranyaba
mutaté komponensekre bontott @ = a,% + a,J + a.k vektort révidebben [a,; a,; a.]-vel,
sikbeli vektorok esetén (a,; a,)-nal. Tehat (a,; a,) = a,% + a,j. A vektoralgebrabdl a
skalaris szorzat fogalméra és tulajdonsagaira lesz sziikséglink. Ezek ismereteit feltételezziik.
(B6vebben a matematikai osztélyok részére kiadott jegyzetekben is taldlhaté anyag.)

Helyezziink el a térbeli koordindta-
rendszer xy sikjara egy félgdmbot
ugy, hogy az yz sikot az origéban
érintse (1. &bra). A z tengely
egy pontjabol hizzunk érintoket a
félgombhoz, ezeknek az xy sikkal
valé metszéspontjait vizsgdljuk.
Jeloljik a félgomb kozéppontjat
K-val, a 2z tengely kiszemelt
pontjat H-val, legyen tovabba
H

OK = p, hossza (p) = p; Iﬁ =
h, hossza: (h) = h; ]ﬁ( =q.




Egy H-bdl huzott érintd messe az xy sikot az R pontban. Legyen Iﬁ =8, (ﬁ =7
Vildgos, hogy a kiilonbozo s vektorok egy kuppaldstot irnak le, melynek a tengelye a
q vektor. Ezt a kuppaldstot — kiipot — metszi az xy sik, és igy valamilyen ”kupszeletet”
kapunk. (Ha h < p, akkor egyes érint6knek a H-n tuli meghosszabbitdsa metszi az xy
sikot; igy a teljes gorbe — a hiperbola két aga — a H-n atmend teljes egyenesek alkotta
kettds kip metszeteként jon létre). A kip fél nyildsszoge w = (h,q)< = (¢,$)<, 0 < w <

T

5.
Nevezziik a £ hanyadost numerikus excentricitdsnak, és jeloljiik e-nal. Rendeljiink e-
hoz egy € vektort, melynek irdnya egyezzék p vektor iranyaval, igy az = tengely iranyaval,

nagysaga pedig legyen €. Azaz

1
(e)=¢€ €= P

€ értékei,
ha (h) > (p), akkor 0 < e < 1,
ha (h) = (p), akkor € = 1,
ha (h) < (p), akkor 1 < e,
vagyis
0 <e <1, haa H pont a z tengelyen a sugartavolsdgnal tavolabb,
e =1, ha a H pont a z tengelyen sugartavolsigra,
e > 1, ha a H pont a z tengelyen a sugartavolsagnal kozelebb van.
Ha a H pont a z tengelyen tavolodik az origétdl, értéke egyre csokken. Mondjuk azt,
hogy ha H a végtelenbe tavolodott, e = 0.

A KUPSZELETEK CSUCSPONTI EGYENLETE

Az r vektort akarjuk kapcsolatba hozni ismert vektorokkal. Ehhez a nyildsszoggel kapcso-
latban felirt egyenloséget hasznalhatjuk fel, tekintetbe véve, hogy s = h+r és q = h+p,
tovabba h merdleges r-re és p-re, igy hr = hp =0

qs qh
COSWwW = =

lal|s|  lqllh|

Innen egyszertisitve és a felirt osszefliggéseket felhasznédlva

(h+p)h+r) R +pr (h+ph K
Vs N O
h? + pr

Vh? + 72 N

Mint a jobb oldal mutatja (w hegyesszog voltabdl is lathatd), pozitiv szam all a két
oldalon, tehat az egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a két oldal négyzete egyenlo.
A keletkezd egyenl6séget a kovetkezd alakra hozhatjuk:

=h

h.

r? — (p’r)2

1 2
% + 2pr = (—pr) + 2pr.

h

Itt felhaszndlva a mar bevezetett € = (¢;0) vektort, egyenletiink

r? = (er)’ + 2pr (1)



alakban frhaté, vagy skalar alakban irva, ha r = (z;y), mivel ekkor

er = [(60)(z;y)] = ex, pr=[(p;0)(x;y)] = pz,

tehat
y® = (e — 1)a® + 2pu.

Ebbdl € nagysaga szerint kapjuk a kiillonboz6 kupszeletek egyenletét. Ha h > p, tehét
0 < e < 1, akkor ellipszissel van dolgunk; ha h = p, tehat e = 1, akkor a parabola ismert

y? = 2px

csucsponti egyenletét kaptuk; ha pedig h < p, € > 1, akkor a hiperbola egyenletéhez
jutunk.

Ha a H pont minden hataron tuil tavolodik az zy siktdl, akkor egyrészt e minden
hataron til csokken, a gorbe pedig pedig a félgomb konturjara hizdédik ossze. Ezzel teljes
Osszhangban € = O-ra a kor (korabban mér felmertilt)

2 +y* = 2px

egyenletét nyerjik. A nyert egyenletet mindegyik gorbe esetében csicsponti egyenletnek
nevezziik.

KUPSZELETEK KOZEPPONTI EGYENLETE

A cstucsponti egyenlet mutatja a gorbék = tengelyre vonatkozé szimmetriajat. Minden
(x;y) vektorral az (x, —y) vektor is kielégiti. Kérdés az, hogy nem mutathaté-e ki valam-
ilyen pontra vonatkozolag kozéppontos szimmetria?
Nyilvanvalo, hogyha van egyéltalan ilyen D pont — helyvektora 5§ = d —, akkor ennek
a mar felismert szimmetriatengelyen kell lennie, tehat az = tengelyen, azaz d = (d;0).
Vigyiik a koordinata-rendszer kezd6épontjat — a tengelyszimmetriat megtartva — D-be.
Az erre a pontra vonatkozo R helyvektor Gsszefliggése r-rel

r=d+ R.
Ezzel a helyettesitéssel (1) igy alakithaté P
at:
R? = (eR)*+2R[e(de)+p—d]+[(ed)e+2p—d]d. r /
(2)
D akkor szimmetriacentrum, ha az
egyenletet R-rel egyiitt —R is kielégiti. oe d “D
Esetiinkben ez akkor teljesiil, ha 2. 4bra
e(de) +p—d=0. (3)

Ebbél d, azaz D helyzete meghatarozhaté. Egyenletiinkben €, p, d egyirdnyu (z irdny1)
vektorok, igy az egyenlet skalar alakja

d* +p—d=0, vagyisha e#1



D
=P
1 — €2
p

Azaz a D (1_—62; O) pontban lesz a kipszelet kozéppontja. Ez a csicstdl d tavolsagra van.
Ha € = 1, d nem létezik, azaz a parabolanak nincs kozéppontja. A kor kézéppontja € = 0
mellett d = p.

Az Gj koordinata-rendszerre vonatkozo egyenlet megallapitdasdhoz atalakitjuk (2) utolso

tagjat. A (3) figyelembevételével itt az els6 tényez6 p, a szorzat

2

p
d = .
p 1 — €2

A kozépponti egyenlet tehat vektori formaban

2 2 P’
R = (eR . 4
(eR)” + - (4)
Skalar alakban pedig — most a D kozéppontu koordindta-rendszerre vonatkozd koordinatakat
jelolve (x;y)-nal —
2 2 2 p?
1— =
T(l-)+y' =10

illetve ) 9
T Y

() &
Itt y? osztdja 0 < € < 1 esetén, azaz ellipszisnél pozitiv, € > 1-re hiperboldnal negativ.
Jeloljiik elsé esetben b-tel, masodik esetben —b?-tel, (d)*-et pedig, ami 2% osztdja a>-tel,
akkor megkapjuk a kupszeletek kozépponti egyenletét szokasos alakjaban.
Jegyezziik meg, hogy kor esetében € = 0 miatt b> = a? = p?, és igy kozépponti
egyenlete

skalar, illetve

vektor alakban adddik.
a,b és p kozott a kovetkezo Osszefliggés all fenn:
b2
p=— vagy b’ =ap,
a

azaz a kupszeletekhez hozzarendelt félgdmb sugara meghatdrozhaté a és b értékébdl. b2 =
ap Osszefliggés pedig az ismert kozéptételt mutatja.

(4)-bél latszik, hogy ha R L e, akkor ellipszis esetén R* = b?, azaz az y tengelyt
+b tavolsdgban metszi az ellipszis. Ezért 20 az ellipszis kistengelye. Hiperbola esetén
R? = —b? nem éallhat fenn, azaz az y tengelyt nem metszi a gorbe; 2b neve ebben az
esetben melléktengely.

A kozépponti szimmetria miatt pedig vilagos, hogy a gérbe D-t6l jobbra és balra ”a”
tavolsagra metszi az x tengelyt. Szokas ezért 2a-t ellipszis esetében nagy-, hiperbola
esetében pedig fétengelynek is nevezni.



FOKALIS TULAJDONSAG. VEZEREGYENES

Induljunk ki djra az (1) egyenletbdl, és kiséreljitk meg most az origdt olyan F' pontba
eltolni az x tengely iranyaban, hogy a transzformalt egyenlet jobb oldalan teljes négyzet
alljon. Mivel az x tengely irdanya € iranyaval egyezik, legyen az eltolds ke, ahol "k” egy
alkalmasan valasztott konstans. Tehat OF = ke.

A koordinatavektorok kozotti Osszefiiggés most

r=ke+ R.
Egyenletiinkbe behelyettesitve:
(R + ke)® = [e(R + ke))* + 2p(R + ke).

Ezt atalakithatjuk a kovetkez6 alakra, ha figyelembe vessziik, hogy p és € ugyanolyan
iranyuak, ezért
p="e
€
irhato:
R? = (eR)? + 2Re (—k; + f + ke2> + (K2 + 2kpe — K2€2).

Egyenletiink jobb oldala teljes négyzet, ha fennall, hogy
p 2)? 2,202
(—k+—+k‘e ) = k% (e — 1) + 2kpe.
€

Ez masodfoku egyenlet k-ra, aminek a gyokei:

p(l+e)
e(1—e?)’

Azaz kétféle eltolas is lehetséges. (ke) értéke lehet

ki =

p p
14e)=-2
1—62( +e) 1—c¢ vagy 1 — €2

k értékének ilyen megvalasztasa utan
ket + 2kpe — k*e? = p?
miatt az egyenletiink
R’ = (eR+p)’

alakot olti.
A két pont Fi és Fy. Ezek abszcisszainak szamtani kozepe:
it 2p p

7 Toi—e) T i1e ¢

Azaz F| és F, a D kozéppontra szimmetrikusan helyezkedik el. Ezt a két pontot nevezziik
fokusznak. A paraboldnak csak egy fékusza van, mivel ebben az esetben € = 1 miatt -
nem létezik. A csticspontbél a fékuszba torténd eltolds mértéke £.



A szokasos 1 Fy = 2¢ jeloléssel

p P
l1—€¢ 1+4c¢

20—‘

Ez 1j megvilagitasban mutatja e-t is, innen
c_p
€=—==.
a h

A fékuszok 2c¢ tavolsagat szokas a kupszelet excentricitasanak nevezni. Ennek pl. a
fétengelyhez (nagytengelyhez) valé viszonya az, ami tajékoztatast ad a gorbe alakjardl.
Ez éppen a numerikus excentricités.

Keressiink még Osszefiiggést a, b és ¢ kozott:

b2
c’ = ea’ = d? (1j:—2) =a’+ b’
a

ahol a fels6 el6jel a hiperbola, alsé pedig ellipszis esetében érvényes.

1 t t I
1 2 P ! |
1 1
1 ! |
| ! |
1 R, : R |
I — b I
1 ! |
| h ! h |
', Na 7N I X
: o o x D X F, 2. cslics :
€2, a le,
: — I
I p ¢ ¢ I
! 1+4¢€ !
3. abra

Tiintessiik fel egy abrén a jellegzetes pontokat, amelyeket érintettiink mar. (3. dbrank
az ellipszis esetét mutatja.)

Vizsgaljuk meg kozelebbrél a kapott R? = (eR + p)? egyenletet. Mivel eR =
[(6;0)(z;y)] = ex és p = eh, egyenletiink irhaté

R? = (ex £ ¢h)* = E(x £ h)2

Fy-t valasztva kezdOpontnak, mérjiik fel h-t 0 irdnyaban, és ennek végpontjaban emeljiink
(e2) merdlegest az x tengelyre. A kipszelet P pontjanak ettél valé tavolsaga

Egyenletiinkbdl pedig
(Rz) = €t2.

Ha F-t valasztjuk kezdépontnak, akkor
tl = <—$ + h) és (Rl) = th

Osszefliggésekre jutunk.



Hasonl6 0Osszefiiggésekre jutunk a tobbi kupszelet esetében is. Fzek belatasat az
olvaséra bizzuk.

Azt nyertiik, hogy véve a kipszelet pontjainak tavolsagat az F}, illetve F; fokusztél és a
megfelel6 ey, illetve e; vezéregyenesektol, ezek aranya allandd, a numerikus excentricitassal
egyenlo.

Ennek alapjan a kupszeletek egyik definiciéja: Azon pontok mértani helye a sikban,
melyeknek egy ponttol (az un. fokusztdl) és egy egyenestdl (vezéregyenestél) mért tavolsagainak
aranya allando.

Espedig ha ez az allando

€ = 1, parabola, ha
€ < 1, ellipszis, ha pedig
e > 1, hiperbola a kupszelet neve.

Nézzik R; + R, értékét, mivel ¢ + ¢ a vezéregyenesek egyméastol valo tavolsaga,
ellipszis esetén 2h + 2c,

b b?
Ry + Ry = e(t; +t3) = 2e(h +¢) = 2e(h + ea) = 2(p + ac®) = 2 {—4—@ <1 — —2>} = 2a.
a a
Ha € > 1, azaz hiperbola esetében pedig hasonléan (R; — Ry) = 2a adddik. Ezzel a
szokasos definiciokhoz jutottunk.
Visszatérve az Ry® = (eR+p)? és Ry* = (eR — p)? egyenletekhez és figyelembe véve

az e R skalarszorzatot:
eR = (¢;0)R =cRcosp, igy pl

Rl = €R1 CosS Y + p,
amibdl az an. polarkoordinatas egyenlethez jutunk:

___r
1 —€cosy

p

R _—
! 1+ e€ecosyp

, illetve Ry =

A targyalas kiindulasaul szolgal6 alapfeladatra visszagondolva, vegyiik észre, hogy az
érintok a félgdmbot egy sikban 1évé pontokban érintik, amelyek mint a gombnek egy
sikmetszete, kort hataroznak meg. Ha ezt a kort a sikjan kiviil levé pontbdl egy masik
sikra (esetiinkben az xy sikra) leképezziik, kipszelethez jutunk. Espedig ellipszishez,
paraboldhoz vagy hiperboldhoz, esetleg korhoz, aszerint, hogy a két sik (a targysik és a
képsik) milyen szoget zarnak be egyméssal.

KUPSZELETEK ALTALANOS EGYENLETE

Toljuk el a kezdépontot egy tetszoleges k vektorral értelmezett pontba. Egyenletiink
akkor, mint a kozépponti egyenlet levezetésekor mar lattuk, atmegy az

r’ = (er)’ +2rv+w
alakba, ahol v = €(ek) + p — k és w = k(ek + 2p — k).

A kupszelet egy szimmetriatengelye parhuzamos az x tengellyel, € és p ¢ iranyi! Ha
a tengely elfordul, azaz e-nak és p-nek van j irdanyu osszetevéje is, a legaltalanosabb



egyenlethez jutunk. (Természetesen D, a kdzéppont bérhol lehet.) A kupszeletek vektor-
egyenletét azonban ez az elfordulds nem érinti, a kiilonbség a skalar alakra valé attérésnél
jelentkezik. Altalaban a kovetkezod egyenletre jutunk:

(z39)? = (& €) (@ 9)]* + 2(va; vy ) (23 y) + w,
ami rendezve a kovetkezo alakban irhato:
a11x2-+-a22y2-+-2a12xy-+-2a13m-+-2a23y-+-a33:: 0.

Természetesen felmertil a kérdés, hogy az ilyen alaku egyenlet kiupszelet-e, és ha igen,
hogyan allapithatjuk meg azt, hogy milyen kipszelet? Mivel egy szammal vald szorzas
ugyanannak a gorbének az egyenletéhez vezet, igy nem olvashatjuk le kézvetleniil a gérbe
jellemzoit. Az alkalmas aranyossagi tényezét kell megkeresniink. Osszuk tehdt az egyen-
letet egy késébb meghatarozandé k szammal, és probaljuk a fenti alakra hozni. Adjunk
mindkét oldalhoz (x;y)? = 2% + y?-et. Ezutdn mar csak k-t tgy kell megvélasztanunk,
hogy a keletkezé mésodfoku tagok [(e.;€,)(x;y)]> = (€,2 + €,y)*-t, tehdt teljes négyzetet
adjanak. Ekkor

a1 a2

€ — —ZT +'1, gy:: +’1,

azaz

Ehhez pedig az kell, hogy

legyen, amibdl aqs; ai1; ass ismertek 1évén, £ meghatarozhato:
aty = (a11 + k) (az + k).

Ezen masodfoki egyenletbdl nyert k értékek akkor felelnek meg, ha a négyzetgyokoknek
van értelmiik.

k ismerete utdn mar € is ismert. (€) = (/€2 + e; pedig eldrulja a kipszelet milyenségét.
A tengely elforduldasanak o szogére pedig all:

tga = E—y.
EI
Természetesen jelentkeznek az elfajulas esetei is. A diszkusszio keresztiilvitele sem
okoz kiilonosebb nehézséget. Ennek a keresztiilvitelét mar az olvaséra bizzuk, tekintettel
arra, hogy itt a vektorok alkalmazasa mar nem jut tjabb szerephez.
Gyakorlatilag konkrét esetekben legcélszeriibb az egyenleteket kozéppontira transz-
formélni (parabola esetében pedig csiicspontira).



KUPSZELET ES EGYENESEK. ATMERO, KONJUGALT ATMEROK

A kupszelet altalanos egyenlete:
r? = (er)® + 2vr + w.

Legyen P, és P, két, a
kiupszeleten levé pont. Ezeknek
helyvektorai legyenek rq, illetve
To. Keressik a PP szakasz
felezési pontjat M-et, illetve ennek

1+ 7o
TN = B

helyvektorat.
e

P, P, irdanyvektora legyen m.
Erre igaz, hogy

m = \(ry —rp).
Mivel 7y és ry a kupszeleten van, igy annak egyenletét kielégiti, azaz:

r1? = (ery)? +2vr; +w
ro® = (erg)? + 2vry +w

kiilonbségiiket véve:

r12 —ro? = (ry +12)(r1 — 7r3) = [€(ry — r3)][e(ry + 7r3)] + 20(ry — 72).

Atrendezve és felhasznalva a fenti jeloléseket, ez a kovetkezo alakra hozhato:

ry[m — (em)e] = vm.

Egyenletiinkben € és v adott a kipszeletbol, igy adott m mellett a vm skalarszorzat
is allando, tehat ry; vektorok egyenes egyenletét elégitik ki, vagyis az Osszes m irdanyu
hirok felezési pontjai egy egyenesen vannak. Ez a kipszelet kozéppontjan is atmegy, ezért
ez az egyenes az dtmeéra.

Az egyenletbdl leolvashatd, hogy az m irdnyu hirhoz tartozé atmérd egyenesének
normdlisa (irdnyét jeloljik n-nel):

un =m — (em)e.

Legyen tovabba az m iranyhoz tartozé atmérd iranya m.. Mivel ez merdleges a
normalisra
nm,=0

Specidlisan legyen a kipszelet olyan helyzetii, hogy € = (¢;0), tovabba m-et, ha nem
parhuzamos az y tengellyel, vélaszthatjuk (1;m) alakinak, mivel csak egy skaldrszorzd
erejéig volt meghatarozva. Ekkor

em = (60)(1;m) =¢



és
em. = (€ 0)(1;m.) =€,
igy

0 = nm, = mm, — (em)(em,) = mm, — ¢,

vagyis
mm, = €.

Ha m helyett m. irdnyt hirbdl indultunk volna ki, akkor viszont m,. helyett m-hez ju-
tottunk volna el. Azaz m irdanyhoz m. atméré és ugyanakkor m. iranyhoz m atméro tar-
tozik. Ezeket egymashoz konjugdlt iranyoknak, az atmérdket pedig konjugalt atméréknek
nevezziikk. (Ha m pdrhuzamos az y tengellyel, akkor konjugaltja m. parhuzamos az x
tengellyel.)

ERINTOK

Huizzunk parhuzamosakat egy PP, szelovel, melynek irdanya legyen m. Hataresetben
érint6khoz jutunk. Az érintési pontok legyenek E és E*.

Az el6bbiekbdl vilagos, hogy az m irdnyhoz tartozé atmérd és a kupszelet metszéspontjai
E és E* lesznek. Az atméro egyenlete, mint lattuk:

ry[m — (em)e] = vm.
Rendezziik igy:
m(ry — (erar)e —v] =0,

de az atméron van az F érintési pont is; ennek rg helyvektora is kielégiti az egyenletet,
mlrg — (erg)e —v] = 0.

Azaz az m irdnyu érinté merdleges az [rg — (erg)e — v] vektorra, ami adott, ha az
E pont adott.
Legyen tehét [rg — (erg)e — v] = e. [gy e az érintd normalisénak irdnyvektora. Az
érint6 egyenlete tehat
re =rge.

Ugyanis az érinto atmegy E-n. e-t beirva és atrendezve:
rrE = (er)(erg) + vr + g’ — (erg)’ — vrE.
Itt, mivel rg a kupszeleten van,
rg’ = (erg)? + 2vrg + w,

vagyis

2

rg’ — (erg)? —vrg = vrg +w.

Ezt figyelembe véve az E pontba htuzott érinté egyenlete:
rry = (er)(erg) + vr + vrg + w.

Vegyiik észre, hogy a kupszelet egyenletébol kozvetleniil felirhaté in. ”felébe helyettesitéssel”
(22 ~ za1; 20y ~ TY) + T1Y; 2T ~ T + 21 stb.).



ASZIMPTOTAK

Legyen a hiperbola egy P pontjanak helyvektora r; irdnyat jellemezziik az m = (1;m)

vektorral, azaz
ﬁ = \m=r.

Szorozzuk skaldrisan € = (¢€;0)-nal
ET = \em = €. Y
Innen

A=

€
A hiperbola koézépponti egyenletébol: ;

p2 o x

2 _ 2 :
r—(er)+1_€2. \

Az el6bbiek figyelembevételével nyerjiik, hogy

p2

2

m’ = (em —_—.
(em) + 2=

Ha P tavolodik, A né, ezért #2_62) — 0, igy hataresetben

Moo” = (€Moo)?

€EMo = (6;0)(1;my) =€ és O (1;moo)2 =1 —i—mzo,

tehét

Moo = V€2 — 1.

Hiperboldnal € > 1, igy €2 — 1 > 0, és my. értelemmel bir. Més kiipszeletnél m., nem
létezik. Hiperboldhoz tehat két irany létezik:

Mico = (L; Ve —1) és Mo = (1;,—Ve2 —1).
Ezekhez az irdnyokhoz tartozé egyeneseket nevezziik aszimptotaknak. Ezek normalisai:
ny=(—ve2—0;1) és mng= (Ve —1;1).

fgy az aszimptotak egyenletei:

Mivel

mint lattuk



Az egyenlet skalar alakban:
") @) =0, dlletve (1) (a1y) =0
—— Ty) = illetve —; Tyy) =
a’ ) y ) a7 ) y )

y=—x, illetve y=—-—x.
a a

Azaz

Ezzel igyekeztem a kupszelettel kapcsolatos szokasos kérdések targyalasat roviden be-
mutatni. Az eljarasmoéd kiépithet6 tovabbi kérdések vizsgalatara is.

A téargyalt anyag egy részét kozépiskolai tanitdsban is kiprobaltam. Igen j6 tapasz-
talatokat szereztem, igaz, hogy igen kedvezé kériilmények kozott (tagozati osztalyban).
A tanulék szamos 1épést onalléan dolgoztak ki, nem egyszer egyszerisitéseket talalva
az elokészitett targyalashoz képest. Nem akarok az egyszeri tapasztalatbél messzemeno
kovetkeztetéseket levonni, csak annyit, hogy érdemes volna tovabbi tapasztalatokat gytijteni,
annal is inkabb, mert a sikbeli analitikus geometriaban itt sokkal jobban mutatkozik a vek-
torok elénye, mint a linedaris kérdések targyalasdnal. Kérem az ilyen felépitést kiprébald
kartarsakat, hogy tdjékoztassanak tapasztalataikrol, a felmertilt nehézségekrdl sem feled-
kezve meg.



