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Freud Rébert
Osi problémak - 4j eredmények
(Szamelmélet, primszamok)

cim@ 2005. november 22-i eldadasa alapjan irta
Balogh Maté, Nagy Daniel és Hraské Andras

1. Tokéletes szamok és Mersenne-primek

A primszamokkal kapcsolatban rengeteg megoldatlan probléma van 6sidok ota. Kezdjik az
egyik legrégebbivel!l Ezzel mar Euklidész is foglalkozott, tehat kb. az i. e. III. szazadbdl valé.
Euklidészt altalaban geométerként tartjak szamon, de ez nem fedi teljesen a valésagot: 13 konyvet
irt és ebbdl 4 konyv — a VII-tdl a X-ig — a szamelmélettel foglalkozott. Néha persze a szamelméleti
problémakat is geometriai kontosbe oOltoztette. Tole szarmazik pl. annak bizonyitasa — vagy
legalabbis 6 is leirta -, hogy végtelen sok primszam van.

1. Tétel (Euklidész IX/36. tétele) Ha az eqységtdl kezdve kétszeres ardanyban
képzunk mértani sorozatot, amig a sorosszeq prim nem lesz, és az 6sszeggel megszorozzuk
az utolso tagot, tokéletes szamot kapunk.

Tokéletes szam nak nevezzik az olyan szamokat, amelyek onmagukon kivili pozitiv
osztoinak 0sszege eqyenld magdval a szammoal.

Lassunk erre két példat:

1+2=3 prim, igy 3-2=6 tokéletes szam. Valéban, 6 nala kisebb pozitiv osztéi: 1, 2 és 3, ezek
Osszege 142+3=6.

14244=7 prim, igy 7-4=28 tokéletes szam. Valoban, 28 nala kisebb pozitiv osztéi: 1, 2, 4, 7
és 14, ezek osszege 14+2+4+7+14=28.

Euklidész I1X/36. tételének bizonyitisa
Legyen tehat k olyan pozitiv egész szam, amelyre a k darab taghdl allé

()1 42422 4. 421 =2k 1=

osszeg értéke primszam. Az n = p - 2871 szamrél kell megmutatni, hogy tokéletes. A fenti n
szam n-nél kisebb pozitiv osztoi:
1.2 22 2/672 2](:71
Y Y PARE) 9 Y

tovabba
p,2p,2°p, ..., 2" %p,
ezek Osszegének egyik része

1+2422 4. 4281 =2k _1=9p

masik része pedig

L-p+2-p+22-p+...+22 . p=021-1).p
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igy az osztok Osszege mindosszesen

p+ (2 —1).p=2"" .p=n,

azaz n tényleg tokéletes.

Mikor lehet prim a (*) sordsszeg? FEzzel kapcsolatban elészor egy negativ eredményt fogal-
mazunk meg.

1. Eszrevétel Ha a k pozitiv egész szdm nem prim, akkor az 1 + 2 + ... + 21 = 2
-1 0sszeg értéke sem prim.

Az 1. Eszrevétel bizonyitasa
Ha k = u - v, akkor az els6 u kettShatvdny oOsszegét — azaz (1 + 2 + ... + 2u71)-t —
kiemelhetjiik.
Ha példaul k = 15, akkor k = 3 - 5, igy az
())1 +2 422423 24 425 420 4 421
osszegb6l kiemelhetd 1 + 2 4 22. Valéban:

14+2+22+23 424 425+ 422 4288 4 ol =
=(1+2+2)+2°A+2+2%) +...+2%(1+2+2%) =
=(1+2° 420427 +212) . (1 +2+2%).
Természetesen hasonlé médon igazolhaté, hogy a (**) dsszeghdl (1+2+4-22+23+24) is kiemelhet,

de erre mar nincs feltétleniil sziikség, a korabbi szorzatalakkal belattuk, hogy (**) nem prim.

Azt gondolhatnénk, hogy ha k prim, akkor a (*) sorosszeg értéke is prim. Sajnos ez nincs igy.

2. Eszrevétel A (*) sordsszeq értéke k=11 esetén nem prim: 1 + 2 + ... + 210 = 211
-1= 2047 = 23-89.

Maig megoldatlan, hogy mely k primszamok esetén lesz 2¥ — 1 értéke is prim. A probléma
egyik els6é kutatdja a francia matematikus, tudomanyszervezo Mersenne volt, Fermat és Descartes
kortarsa, ezért viseli az 6 nevét az alabbi fogalom.

A 2%-1 alaki primeket — ahol tehdt k is primszdm — Mersenne-primeknek nevezziik.
Jelben: M, = 2¢-1.
A jegyzet készitésének idején (azaz 2006 januarjaban) 43 Mersenne-primet ismeriink!.

1644-ben Mersenne két 1ényeges és egymassal meglehetdsen ellentmondd megéllapitast jegyzett
fel.

Mersenne 1. megallapitasa Ahhoz, hogy eqy 15 vagy 20 jeqyi szimrol eldontsiik,
prim-e vagy sem, eqy €élet sem elég, bdarhogy is haszndaljuk minden tuddsunkat.

Mersenne 1. megallapitasanak ,,korabeli” indoklasa

1L4sd pl. http://primes.utm.edu/mersenne/

Matematikai Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -2/7?7-



Freud Rébert: Osi problémak

Ahhoz, hogy eldontsiik egy szamrol, hogy prim-e, el kell osztanunk a szamot minden egyes
pozitiv egésszel, egészen a gyokéig. Ha pl. egy 17 jegyii, azaz 10'6-ndl nagyobb szdmrdl van szd,
akkor ez a gyok legaldbb 108. Ha a 2-n kiviil kihagyjuk a péros szdmokkal val6 osztést, akkor
csak 5-107, ha a 3-n kiviil a hdrommal oszthaté szdmokkal sem osztunk tobbet, akkor csak kb.
3,33-107 osztds marad. Kerekitsiink 107 osztésra! Ha egy osztds pl. 6 percig tart, akkor egy éra
alatt 10-et végezhetiink el, egy munkanap alatt kb 100-at, egy év alatt kb. 400-at. fgy 25 000
évre is sziiksége lehet egy embernek a szamolas elvégzéséhez.

Ennek ellenére sikeriilt készitenie egy elég pontos listat a legkisebb ilyen alakt primekrol.

Mersenne 2. megallapitasa 28 — 1 prim, ha k = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127
vagy 257 és minden tovdbbi k <257-re osszetett.

Mersenne listajahoz kb. 250 éven keresztiil senki sem tudott hozzészdlni. 1876-ban kideriilt,
hogy a lista nem tokéletes, bebizonyitottdk, hogy k=67 esetén a kapott szam Osszetett. A listarol
raadasul hidnyzik k= 61, 89 és 107. 1922-ben pedig k=257-r6l is kidertilt, hogy nem prim. A
szamoldasi nehézséget figyelembe véve ez nem til sok hiba.

De hogyan lehet r4djonni arra, hogy 267-1 nem prim? Ehhez az aldbbi teszt segit.

2. Tétel (Lucas tétele, 1876) Egy k >2 prim eseténM,, = 2% - 1 akkor és csak akkor
prim, ha
Mylag,

ahol ay = 4 és ajy1 = a? — 2.

Vizsgaljuk meg pl. a teszt mitkodését k = 5 esetén, tehdt ,teszteljiik le”, hogy M5 = 2°—1 = 31
prim! Ehhez a5_1, azaz a4 kiszdmitasara van sziikség.

a1 =4, ay=4*—2=14, a3=14>-2=194
és
a; =194> —2=(6-31+8"-2=5-31+8—2=s5-31 +62,
ahol s egész szam, tehat Ms|ay , igy M5 = 31 prim.
Lathato, hogy a fenti eljaras segitségével nagyobb k, pl. k=67 esetén is emberi idén beliil

eldonthetd, hogy My, prim-e. Gyorsit az is, hogy nem kell ay, as, ..., ap_1 pontos értéke, elég tudni
az Mj-s maradékaikat.

Ajanlé
Az eljaras helyességének — tehat Lucas tételének — igazolasa részben megtalalhaté Freud Robert
Komalban megjelent cikkében (Kémal, 2004/2, Szazezer dolldros primek).

Ez a cikk az interneten is elérhetd: http://www.komal hu/cikkek/2004-02/freud.h.shtml.

Lasd még http://primes.utm.edu/notes/proofs/LucasLehmer.html,

http://www.jt-actuary.com/lucas-le.htm, http://www.mathpages.com/home/kmath473.htm.

A Lucas-teszt nem konstruktiv, tehat nem allitja elé a 2¥ — 1 alaki szam felbontdsat, ha az
nem prim. 1903-ban egy matematikai kongresszuson F. N. Cole amerikai matematikus? el6addst

214sd http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians/Cole.html
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hirdetett meg , Nagy szamok felbontdsa” cimmel. Az eldadas els6 felében a tablan akkuratusan
kiszamolta 267 — 1 pontos értékét és kétszer aldhtizta a végeredményt:

147573952589676412927.

Az el6adas masodik felében egy masik tablan a 193707721-761838257287 szorzat értékét hatarozta
meg a szokdsos akkuratussdggal, az eredmény itt (is)

147573952589676412927.

Cole el6adéasa ezzel be is fejezodott, pont akkor, amikor a hallgatdsag rajott, hogy mirél szél. A
felbontas megtalalasa mindazonaltal még most is nagyon nehéz probléma.
Jelenleg (2005. decemberében) a legnagyobb ismert Mersenne-prim a maga 9 152 052 jegyével

a
530402457 _ ¢

Az interneten Gimps néven (h‘c‘cp://www.mersenne.org/prime.htm7 Great Internet Mersenne Prime Search)
kb. 200 000 fos ,,csapat” keres minél nagyobb Mersenne-primet. A {6 inspiraciot az Electronic
Frontier Foundation (EFF) szdzezer dolléros felajanldsa adja, amit annak fizetnek ki, aki elészor
allit el legalabb tizmillid jegyl primszamot. A keres6 csapatba barki jelentkezhet, gépén a project
programja a komputer ,,szabadidejében” fut.

Matematikai Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -4/ 7?7 -



Freud Rébert: Osi problémak

2. A ,,primség” eldontése

Gauss (1777-1855), a matematikusok fejedelme igy fogalmazott: ,,a tudomany méltésdga megkdvetelni
latszik, hogy egy olyan alapveté kérdést miszerint egy szamrél eldontsiik, hogy prim-e, és ha nem,
akkor megtalaljuk primtényezéit, megfeleléen kezelni tudjunk”.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a specialis alaku M}, szamokrol hogyan donthet6 el hatékonyan,
hogy prim-e. Miképp lehet altalaban eldonteni gyorsan egy szamrol, hogy prim-e? Erre ma
mar tudunk hatékony algoritmust, tudunk tesztelni egy adott szamot, hogy prim-e, azaz Gauss
alapvet6 problémaja felerészt megoldottnak tekintheté. A probléma masik felére, a primtényezok
gyors eloallitasara maig nincs kielégité modszer.

Ez a kontraszt azért is érdekes, mert a teszt segitségével konnyen talalhatunk primszamokat,
két nagy primszamot gyorsan ossze tudunk szorozni, de kelléen nagy primeknél a szorzatot még
senki sem képest felbontani tényezodire, annak ellenére, hogy képes felismerni azt, hogy a szam
Osszetett. Azon kivil, hogy ez egy j6 jaték, ezen alapulnak a nyilvanos kulesu titkosirasok
koziil a leghatékonyabbak. Ezek tigy miikodnek, hogy nyilvanossagra hozhatjuk, milyen eljarassal
kédolunk, mégsem fogja senki sem tudni dekoddolni a nekiink szant tizeneteket, mert a dekodold
pontosan olyan problémaba titkozik, hogy két nagy prim szorzatat kellene primtényezoire bonta-
nia. fgy miikodnek az elektronikus alairasok, a bankkartya-biztonsagi eljarasok, diploméciai és
katonai titkosito rendszerek is.

Ajanlo
A titkosirasrol bovebben lasd

Csirmaz Léaszlo: Kriptpgréﬁa a k('jzépiskoléban, http://www.math-inst.hu/~csirmaz/kript /mattan.html

Catherine A. Gorini: Uzenetek titkositdsa az éra-aritmetika alkalmazasaval,

http://matek.fazekas.hu/portal /kutatomunkak /codes/codesm.html

Simon Singh: Kédkonyv (A rejtjelezés és rejtjelfejtés torténete), Park Konyvkiadd

http://www.parkkiado.hu/konyv.php?id=42&katid=K&alkatid=8

Persze nem allithatjuk teljes biztonsaggal, hogy senki sem tud nagy szamokat primtényezdire
bontani. Lehet, hogy valaki képes erre, és, mondjuk, minden bankszamlardl levesz 1-1 centet, és
igy tobbszoros millidrdos lesz, de ez meglehetésen valdszintitlennek tiinik.

Kicsit kitériink a ,,Millenniumi problémék”-ra. 2000-ben hét darab egyenként 1 millié dollaros
problémat nyitottak, igyhogy barmelyik megoldésért jar az 1 millié dollar, megfelel6 feltételek
mellett. Ennek az az elozménye, hogy szaz évvel korabban, 1900-ban Hilbert a II. Nemzetkozi
Matematikai Kongresszuson 23 matematikai problémacsokrot vazolt fel és ezzel nagyjabdl kijelolte
a XX szazad matematikajanak legfontosabb iranyait. A Millenniumi problémak kozott kettd olyan
van, amely kapcsolédik az eddig elmondottakhoz. Az egyik a Riemann sejtés, amelynek mar
megértése is komoly eloismereteket kovetel, megoldasa pedig jelentésen bévitené a primszamokra
vonatkoz6 ismereteinket is. A maésik az algoritmusok bonyolultsagaval kapcsolatos ,,P=NP?”
probléma. Lényege: igaz-e, hogy ha valamit gyorsan le tudunk ellenérizni, hogy tugy van, akkor
gyorsan ki is tudjuk talalni. PIl. ha adott két szam, akkor gyorsan le lehet ellenérizni, hogy
primek-e, Ossze is lehet Oket szorozni, tehat ha kideriilne, hogy P=NP, akkor adédna, hogy van
gyors algoritmus a szorzat tényezokre bontasara.

Ajanlé
A Clay Intézet oldalai (Millenniumi problémék): http://www.claymath.org/millennium/

Katona Gyula: Egyszeri és bonyolult, Magyar Tudoméany, 2003/3,

http://www.matud.iif. hu/03mar /katona.html
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Wikipédia a Riemann sejtésrol:
http://hu.wikipedia.org/wiki/Riemann-sejt % C3%A9s
Térjiink most rd a gyors primtesztekre! Kb. 30 éve vannak jo primtesztek és harom éve

pedig csindltak egy bombabiztos primtesztet is. Az eddigiekben ugyanis mindig volt egy kis
bizonytalansdg. A , bizonytalan” primtesztek és ez a biztos is részben az aldbbi tételen alapul.

3. Tétel (kis Fermat-tétel) Ha p prim és c tetszéleges egész szam, akkor p|cP — c.

Bizonyitas (Teljes indukcié c-re) ¢ = l-re az allitds nyilvanvaléan igaz: 17 = 1, igy 17— 1
= 0 és p|0.

Tegyiik most fel, hogy az allitds igaz ¢ = k-ra és igazoljuk c=(k+1)-re. Hasznaljuk fel a
binomialis tételt!

—1
(¥) (k+ 1P =kP +pkP~! + p(p2)k1’2 4.+ ( f ) Pl pk 41,

ahol

pY _p(p—1-..(p—1+1)
(+4) <l>_ (-1 1

Vegyiik észre, hogy (*) jobb oldaldn majdnem minden tag oszthaté p-vel! Valdban pkP~! nyilvan
oszthatd p-vel; p(p-1)/2 is oszthaté p-vel, hiszen ez a tag csak p >2 esetén szerepel, ilyenkor pedig
a p primtényezd paratlan, a (p-1) tényez6t leoszthatjuk 2-vel és igy megmarad a p. Vegylink még

egy konkrét példat: ha p=11 és a binomialis egytitthato, mondjuk ( 1 ) = 11109 5)kkor sem esik

3 321

[
(**)-ban a szamléléban szerepel a p prim, a nevezében pedig csupa p-nél kisebb tényez6 van, igy
az nem egyszerisodik Kki.
Ennek alapjan (*) igy is irhaté:

ki a 11-es primtényezd a tort egyszerfisitésekor. Altaldban: p |< P ) ,ha0< [ < p,hiszen

(k+1)? = kP + ps + 1,
ahol s is egész szam. Az alabbi kifejezésrol kellene igazolnunk, hogy p-vel oszthato:
(k+1)P—(k+1)= (k" — k) +ps.

Itt a jobb oldalon lathato Osszeg masodik tagja nyilvan oszthatd p-vel, az elsé tag pedig az in-
dukcios feltevés miatt oszthatdé vele. Ezzel az indukcidés gondolatmenetet be is fejeztilk. Ha
minden egész c-re akarjuk igazolni az allitast, akkor egy lefelé men6 indukcidt is alkalmaznunk
kell, az hasonl6an megy.

Ajanlé
A kis Fermat-tétel két masik bizonyitasa elérhet6 az alabbi oldalon:
http://matek.fazekas.hu/eloadas/2005/kisfermat.html.

Most ratériink az elso, ,,bizonytalan”-nak mondott primtesztre. Tekintstink egy nagy n szdmot,
errol szeretnénk eldonteni, hogy prim-e. Ha n péros, akkor konnyti dolgunk van: n=2 esetén
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primszamrol van szo, egyébként nem. Ha n #2, akkor megnézziik, hogy n vajon osztdja-e 2"-2-
nek. Kétféle valaszt kaphatunk.

Ha nem teljestil az oszthatosag, akkor n biztosan nem prim, ez kovetkezik a kis Fermat-tételbol.
Valéban, ha n prim, akkor a tétel c=2-re épp azt mondja ki, hogy n|2"-2. Ebben az esetben tehét
rajottiink, hogy hogy n osszetett, de vegyiik észre, hogy nprimtényezoire vonatkozoan nem adott
felvilagositast az eljaras.

Ha teljesiil az oszthatésag, akkor nincs kizaré ok arra, hogy n prim legyen. Mi kovetkezik
ebb6l? Tobb mint 1000 évvel ezelott a kinaiak azt gondoltak, hogy ilyenkor n biztosan prim. Ez
sajnos nem igaz, de annyit mondhatunk: ,,n valészintileg prim”.

A legkisebb ellenpélda a 341 = 11-31 sszetett szdm, amelyre tehat 341|2341-2 (ezt ugy konnyt
ellenérizni, hogy megmutatjuk, hogy 234-2 oszthaté 11-gyel és 31-gyel is). A 341 tehdt 4lprim,
pontosabban 2-es alapi dlprim®, mert a 2-es kis Fermat teszten gy viselkedik, mintha prim
lenne. Hogyan lehet vajon lebuktatni a 341-et? Hogyan lehet rdjonni, hogy nem 0Osszetett? Van-e
vajon tani, olyan ¢ szdm, amelyre mar ¢3! — ¢ nem oszthaté 341-gyel? A 2 nem volt hajlandé
taniskodni, kiprébalhatjuk a 3-at. A 3 tényleg leleplezi a 341-et: 3341- 3 nem oszthaté 341-gyel.
Sajnos azonban vannak olyan Osszetett szamok — ezeket univerzdlis dlprimeknek vagy Carmichael
szamoknak nevezik —, amelyeket nem lehet igy leleplezni, minden c-re tudjak a kis Fermat-tételt.
Ilyen szdm pl. az 1729, amelyre tehat 1729]|c!™® — ¢ minden ¢ egész szdm esetén teljesiil.

Milyen alapon mondhatjuk mégis azt, hogy ha valamely n-re n|2"-2, akkor n valdsziniileg prim?
Hiszen itt van a 341, itt van az 1729 és még mas 2-es alapt vagy univerzalis alprimek? Ezt ugy kell
érteni, hogy viszonylag kevés ilyen szam van, amely Osszetett és mégis imitalja a primséget, azzal,
hogy teljesiti a kis Fermat-tételt. A kevés nem azt jelenti, hogy véges sok. Tiz éve bizonyitottak
be, hogy az univerzalis alprimekbdl is végtelen sok van. A kevés azt jelenti, hogy ezek nagyon
ritkdn fordulnak el6é a primekhez képest: ha elmegyiink egy nagy hatérig, akkor addig sokkal
kisebb a 2-es alapu alprimek szama, plane az univerzalis alprimek szama, mint a primeké. [me
egy statisztika (a 3., 4. és 5. oszlop adatait a

http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A055550,

http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A114246

http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A055553
oldalakrdl vettiik):

3A 2-es alapu alprimeket Poulet vagy Sarrus szdmoknak is nevezik.
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primek 2-es alapi | 2-re és 3-ra is univ. alprimek
szdma alprimek | dlprim szdmok | (Carmichael szamok)
szama szama szama
10-ig 4 0 0 0
100-ig 25 0 0 0
1000-ig 168 3 0 1
10 000-ig 1229 22 7 7
100 000-ig 9 592 78 23 16
1 000 000-ig 78 498 245 66 43
107-ig 664 579 750 187 105
10%-ig 5 761 455 2 057 485 255
10%ig 50 847 534 5 597 ? 646
101%ig 455 052 511 14 884 ? 1547
10t-ig 4 118 054 813 38 975 ? 3605
10"2-ig 37 607 912 018 101 629 ? 8241
1053-ig 346 065 536 839 | 264 239 ? 19279

Ellentmond&snak tiinik, hogy létezik haromjegyli univerzdlis dlprim, de 2-es és egyben 3-as alapd dlprim nincs. Ennek

az az oka, hogy az 561, az egyetlen haromjegyii univ. alprim, oszthaté 3-mal.

Ha példdul egy szdzmilliénal (10®) kisebb pozitiv egész szam primségét teszteljitk és a 2-es
alapu kis Fermat teszt primnek mutatja, akkor csak
nem prim, ha még a 3-as teszten is megfelel, akkor mar csak

2057
576145542057

hogy Osszetett szam, tehat 99,9916 % az esélye, hogy prim.

485
57614554485

~ 0,000357 a valdszintisége, hogy
~ 0,000084 az esélye,

Ha véletlen médszerrel vélasztunk egy legfeljebb 13 jegyti pozitiv egészt, akkor 3,46 % az esélye,
hogy prim lesz — ez egyaltalan nem elhanyagolhato —, és ha megfelel a 2-es alapu teszten, akkor
346 065 536 839
346 065 536 839 + 264 239

~ 0,999999236,

azaz kb. 99,9999236% a valdszintisége, hogy tényleg prim. Ez azt mutatja, hogy a véletlen
segitségével gyorsan taldlhatunk olyan nagy szamot, ami igen nagy valészintiséggel prim. Késobb
latni fogjuk, hogy a mddszer még erdsitheto is, a biztonsag tetszélegesen novelheto.
Ajanlo
Univerzalis alprimek (Carmichael szamok) a Széamsorozatok Sloane-féle Enciklopédidjaban:
http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A002997
A 2-es alapu alprimek ugyanott:
http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi? Anum=A001567
Nagy Laszl6 Tibor és Stan Johann Bolyai Janosrol készitett weboldalain az alprimek is el6kertilnek:
http://bolyai.port5.com/kisfermat.htm
Mathworld az alprimekrdl: http://mathworld. wolfram.com/FermatPseudoprime.html

Térjiink vissza az 1729-re, hogy megmutassuk, ez a szam valéban univerzalis alprim! Tényleg
osszetett szamrél van sz6, nevezetesen 1729=7-13-19. Azt akarjuk igazolni, hogy 1729[c'™? — ¢
barmely ¢ egész szdm esetén. Ehhez elég kiilon-kiilon bizonyitani, hogy 7|c'™? — ¢, 13]c'™? — ¢ és
19]c!™% — ¢, hiszen ha egy szam oszthaté 7-tel, 13-mal és 19-cel, akkor a szorzatukkal is oszthaté.
Alabb csak a 13-mal valé oszthatdsagot igazoljuk, a tobbi ugyanigy megy.
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1729 1728 1)

Vegyiik észre, hogy ¢'™ —c = c¢-(c , 1gy ha c oszthato 13-mal, akkor készen is vagyunk,
ha pedig ¢ nem oszthaté 13-mal, akkor azt kell megmutatnunk, hogy 13|(c!™® —1). A 13 primszdm,
fgy teljesiil 4 a kis Fermat-tétel, azaz barmely k egész szamra 13|c!® — ¢ = ¢ - (¢!?- 1), és ha c
nem oszthaté 13-mal, akkor az el6bbi oszthatdsag csak gy teljesiilhet, ha 13|(c'%- 1). Most mér
csak a 12-es kitevét kellene 1728-re valtoztatni. Az a ,,szerencsénk”, hogy 1728 oszthatd 12-vel:
(1)1 = 1728 Nevezetes, hogy (a®-1) barmely a egész szdm és pozitiv egész k kitevd esetén
oszthaté (a-1)-gyel, ehhez ugyanis az algebra segit: a*-1 = (a-1)-(a*~* + a*"2+...+1).

Ha ezt a = ¢!?-re alkalmazzuk, akkor lathatjuk, hogy (c'?- 1)| (¢!™8- 1), tehdt 13|(c'*- 1) miatt
kész a bizonyitas.

A lényeg: az 1729 primtényez6inél eggyel kisebb szamok mind osztjak az 1729-nél eggyel kisebb
szamot: 6|1728, 12|1728, 18|1728. A fenti gondolatmenet szerint az 1729 ezért univerzalis alprim.

Nevezetes az a torténet, amely szerint a XIX szdzad végén sziiletett indiai matematikus zseni, Ramanujan 1729 egy mésik
érdekes tulajdonsdgédra hivta fel a figyelmet. Ez a furcsa természetii, szétlan ember még a kozépiskolait sem tudta elvégezni,
matematikabdl is megbukott. 14 éves koraban kezébe keriilt egy képletgyiijtemény, amely annyira megragadta, hogy szinte
a formuldk szerelmese lett, s maga is szdzasdval kezdte gyartani a kiilonleges képleteket. Baratai ravették, hogy mutassa
meg egy matematikusnak az eredményeit, igy végiil 1912-ben elkiildte azokat a vilag akkori vezeto ,,szdmelmélészének”,
Hardynak, par soros levél kiséretében, amelyben azt kérte, hogy ha Hardy taldl benne érdekeset, akkor jelezze. Hardy
megnézte, elészor azt gondolta, hogy megint egy félbolonddal van dolga, tigyhogy el6bb elment a teniszpartijara. Azutén
jobban megnézte a képleteket, néhdny nagyon tujszeriinek tiint, megprébalta 6ket bebizonyitani, nem sikeriilt. Levelezés
kezd6dott koztiik és Hardy Anglidba hivta Ramanujant. Itt tortént az az eset, hogy egyiitt utaztak taxival és Hardy az
autéban felejtette az eserny6jét. Bosszankodott, hogy ezt méar biztos nem fogjdk megtaldlni, amikor Ramanujan k6zolte vele
a taxi rendszamat: 1729. ,Hogyan lehet egy ilyen kozonséges szamot megjegyezni” csodalkozott Hardy. Mire Ramanujan
felhaborodott: ,,Dehogy kozonséges! Ez a legkisebb olyan egész, amely kétféleképpen is elddll, mint két pozitiv kobszam
osszege.” Az egyik elballitassal fent mér taldlkoztunk: 1729=1+12-144, azaz 1729=12°+1°. A mésik el4llitds megkeresését
az Olvaséra bizzuk. EbbOl a kis torténetbdl is latszik, hogy Ramanujan fejében masként éltek a szamok, mint a kimtivelt
fékben. Sajnos azonban ¢ nem igazan tudott beszdmolni gondolatmeneteirdl, amelyekben rengeteg ugras volt, heurisztikusan
latta, hogy mirdl van sz6. Rovid élete sordn Hardyval egyiittmiikédve sok maradandét alkotott, és tételei, képletei koziil

sokat maig sem tudtak igazolni.

Térjink vissza az 1729-re, mint alprimre! Hogyan lehet mégis lebuktatni, a primtényezok
eléallitasa nélkiil? Bontsuk tovabb a ¢!™ — ¢ = ¢ (¢!"8- 1) szorzatot az a®> —b* = (a —b) - (a +b)
azonossag alkalmazédsaval!

A —c=c- ('™ 1) = ¢+ (3 1)-(¢®1+ 1). Ha 1729 prim lenne, akkor abbdl, hogy osztja
a szorzatot, kovetkezne, hogy legalabb az egyik tényez6t is osztja: vagy a c-t, vagy a (¢%6%- 1)-
t, vagy a (c***+ 1)-t. Nem primnél ez nincs fgy. Ldssuk illusztracicképp a 15/4%-1 nyilvanvalé
Osszefiiggést! Ha most alkalmazzuk a szorzatta alakitast, latjuk, hogy 15|(4-1)-(4+1), de a 15|(4-
1) és 15|(441) relaciok egyike sem teljesiil. A 15 helyett primszdmmal ez nem volna lehetséges.
Tovabb erdsithetjiik az eljarast, ha a szorzatta bontasban is tovabb megytink!

729 = ¢ (1) (3 D)=c- (22 1) (324 1) (%4 1)=c- (216~ 1) (2164 1) (B2 1)
(B4 1) = ...

=c- (1) (T+ 1) (A*+ 1) ("B+ 1) (104 1) (¢*324 1) (B9+ 1).

Ha 1729 prim lenne, akkor barmely c szam esetén az utolsé nyolctényezos szorzatnak legalabb
az egyik tényezoje oszthatd lenne 1729-cel. Hasonlé mddon 1729 helyett barmely més paratlan
szam esetén is erdsithetjiik a modszert, ¢ — ¢ helyett tekinthetjiik a

c-(ch_l—1>-(ch_l+1)

Matematikai Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -9/ 77 -




Freud Rébert: Osi problémak

szorzat vagy annak egy tovabb-bontasanak tényezdit. A kutatasi eredményekbdl az deriilt ki,
hogy barmely alprim ezen az er6sebb teszten a c-k legalabb felénél elbukik, igy egymas utan tobb
véletlenszerlien valasztott ¢ kiprobalasaval a teszt hatékonysaga tetszoleges mértékben erositheto.
Ha példéul egymas utan szaz véletlenszeriien valasztott c-vel is kiprobaljuk a tesztet, és mindig
primnek adédik a szdm, akkor legfeljebb (1/2)'% az esélye, hogy nem prim. Ezzel a médszerrel
tehat elvi tévedés lehetdsége ugyan van, gyakorlatié azonban nincs.

A matematikusokat persze az elvi dolgok is izgatjak. 2002-ben végre Agrawal, Kayak és Sax-
ena talaltak egy szazszazalékos primtesztet (AKS teszt). A teszt maga nem sokkal nehezebb, a
bizonyitas bonyolultabb, de egy masod-, vagy harmadéves egyetemista szamara mar érthetd, és
nem is hosszi. A harom szerzo egyike maga is még doktorandusz hallgaté volt cikkiik frasakor.

Ebben a tesztben is egy olyan Osszefiiggést vizsgaltak, amely primszamra biztos teljesiil és
amit sikertilt megforditaniuk, megmutatni, hogy nem primszamra mar csak jél kontrollalhatd
esetekben nem teljesiil. A teszt alapotlete az, hogy szamok helyett polinomokkal dolgozunk. Ha az
nszamrol szeretnénk tudni, hogy prim-e, akkor vizsgéaljuk az f = 2™ —a, g = (x —a)" polinomokat!
Ha n (paratlan) prim, akkor a binomialis tétel és a binomidlis egyiitthatékra vonatkozé korabbi
megallapitasunk szerint (ldsd a kis Fermat-tétel bizonyitasat) a gpolinom (z" — a™)-tdl csak n-nel
oszthato tagokban tér el.

Konkrét x, a értékekre kiszamolni a polinomok értékét, majd osszehasonlitani n-es maradékaikat
tovabbra sem lenne biztos médszer. Biztonsagos, de nagyon iddigényes eljaras lenne kiszamolni a
polinomokat és egyiitthaténként (mod n) Gsszevetni egyenléségiiket. Koztes, gyors és ugyanakkor
biztonsagos modszer a két polinomnak bizonyos polinomokkal vett maradékait osszehasonlitani.
Ha ugyanis egyenlok a polinomok, akkor barmilyen polinommal vett osztasi maradékaik is egyenlok.
Alkalmas (z"-1) alakd polinomot valasztani, mert ezzel nagyon konnyi osztani: ilyenkor ugy kell
szamolni, mintha (2"-1) nulla lenne, azaz x” helyébe mindenhol 1-et kell helyettesiteni. Kidertilt,
hogy megfelel$ olyan rprimet venni, amelynek értéke nagysagrendileg (log n)%, és amelyre r-1-nek
van egy alkalmas tulajdonsdgu nagy primosztoja. Ilyen esetben az a szerencse, hogy Osszetett n
szam esetén a kapott maradék-polinomok rendkiviil kevés a-ra lesznek egyenlék: ha 10'%0 koriil
van az n, akkor csak néhany széz kivétel lehet. Elég a maradékban a helyébe behelyettesiteni
az elsé néhany szaz értéket, és ellendrizni az f-bol ill. ¢-bdl szarmazd értékek n-es maradékai
megegyeznek. Ha mindegyik prébaban egyezés van, akkor kizart, hogy n Osszetett, ha egyszer is
nincs egyezés, akkor n biztosan Osszetett.

Ajanlé
AKS teszt a Mathworldon: http://mathworld.wolfram.com/AKSPrimality Test.htm]

AKS teszt a Wikipédan: http://www.answers.com/topic/aks-primality-test

Andrew Granville: It is easy to determine whether a given integer is prime, Bull. Amer. Math.
Soc. 42 (2005), 3-38. http://www.ams.org/bull/2005-42-01/S0273-0979-04-01037-7 /home.html

Végil emlékeztetiink ra, hogy nagy Osszetett szam primtényezoinek megtalaldsara nem is-
meriink hatékony algoritmust. Ugyanakkor arra sincs bizonyiték, hogy ilyen algoritmus nem
létezik.
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3. Szabalyossagok a primszamok sorozataban

A primszamok sorozata meglehetosen szabalytalan. Ebben a fejezetben azt fogjuk vizsgalni,
hogy lehet-e ebben a sorozatban valamiféle szabalyossag. Konkrétabban arra tértink ki, hogy
lehetnek-e szamtani sorozatok, ill., milyen szamtani sorozatok lehetnek a primszamok halmazaban.
Ezzel kapcsolatban 2004-ben sziiletett komoly 1j eredmény. Kezdjiik egy korabbi problémaval!

1. kérdés: Mely szamtani sorozatokban van végtelen sok kiillonb6z6 primszam?

Tekintsiik pl. az alabbi szamtani sorozatot!
28, 28 + 35, 28 + 2-35, 28 + 3:35, ...

Ebben nyilvanvaléan nincs végtelen sok primszam, s6t egy sincs: mindegyik elem oszthaté 7-
tel (és nagyobb 7-nél). Ehhez hasonléan intézheték el az olyan szdmtani sorozatok, amelyek els6
elemének — ag — és differencidgjanak — d — legnagyobb kozos osztéja — D = (ag, d) — nagyobb, mint
1. Az ilyen sorozat minden eleme oszthaté D-vel igy legfeljebb egy (két) primszam lehet benne:
D (és -D, ha negativ primeket is megengediink).

A D=1 eset meglehetosen nehéz, de viszonylag régen megoldott. Erre vonatkozik az alabbi
tétel.

4. Tétel (Dirichlet tétele, 1837) Bdrmely olyan szdmtani sorozat, amelynek ele-
mei eqész szamok és elsé eleme relativ prim a differencidhoz, végtelen sok primszdimot
tartalmaz.

A tétel allitasa szerint pl. a
27,27 + 35, 27 + 2:35, 27 + 3-35, ...

sorozatban is végtelen sok primszam van, hiszen 27-nek és 35-nek a +1-en kiviil nincs kozos
osztdja.
Ajanlo
Dirichlet tételének bizonyitasa elolvashato a specialis matematika tagozatos szamelmélet konyvben:
Szalay Mihaly: Szamelmélet, Typotex Kiado, http://www.typotex.hu/book/m_0092.htm

Dirichlet tételével szamos feladat is megoldhaté. Lassunk egy példat!

1. feladat Hany olyan primszam van, amelynek utolsé kilenc jegye kilences?

A feladat igy is fogalmazhat6: ,,hdny primszam van a 999 999 999 + £-10° szdmtani sorozat-
ban:”. Itt a kezdo elem 999 999 999, a differencia pedig 1 000 000 000, ezek relativ primek, igy
végtelen sok primszam van a sorozatban, végtelen sok olyan prim van, amelynek utolsé kilenc
jegye kilences.

2. feladat (Hazi feladat) Hany olyan primszam van, amelyben legalabb 2005 darab
0 szerepel?

Térjiink vissza az eredetileg igért problémaéral

2. kérdés Milyen hosszi olyan szamtani sorozat van, amelynek minden tagja primszam?

Vajon lehet-e végtelen hosszi? Erre tagado a valasz és kozépiskolas szinten is végiggondolhato.
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5. Tétel Nincs olyan (nem konstans) végtelen szamtani sorozat, amelynek minden tagja
primszdam.

Az 5. Tétel bizonyitasa Az ag, ag + d, ag + 2d, ... sorozatban el6fordulnak az ag + aod,
aop + (2ap)d,... — illetve, ha ay negativ, akkor az ag — aod, ay — (2ag)d,... — tagok, ezek mind
oszthatdok ag-lal. Ha itt ag # +1, akkor maris talaltunk sok elemet, amely biztosan nem prim. Ha
ap = £1, akkor ugyanez a gondolatmenet miikodik ag helyett a sorozat barmely masik — 41-t6l
kiilonb6zo — tagjabol kiindulva.

Van-e felso korlat, tehat igaz-e, hogy egy adott szamnél hosszabb szamtani sorozatot mar nem
lehet késziteni primekbdl, vagy nincs ilyen fels6 korlat, tehat akdrmilyen hosszi sorozat készithet6?

Ot elembdl all6 szamtani sorozat még fejben is készithet6é: pl. 5, 11, 17, 23, 29. A differencia
itt elég szabdlyos, 6, ami 2-3. Azt éllitjuk, hogy, ha hattagut akarunk, akkor ez a differencia méar
nem fog miikodni.

3. feladat Mutassuk meg, hogy ha egy pozitiv szamokbdl all6 szamtani sorozatnak
tobb mint 6t kiillonboz6 eleme van, akkor a sorozat differencidja oszthaté 5-tel!

A 3. feladat megoldasa Fel fogjuk haszndlni, hogy ilyen esetben a differencia biztosan
oszthato 2-vel és 3-mal. Ez az aldbbiakhoz hasonléan igazolhat6. Valéjaban csak az kell, hogy a
differencia legalabb 6.

Tekintstik el6szor csak négy elemet: a, a + b, a+2b, a+3b, a+4b, ahol a és b tetszdleges pozitiv
egészek. Ha b nem oszthaté ottel, akkor ezek a szamok csupa kiilonboz6 maradékot adnak Gttel
osztva. Valéban, ha volna koztiik két azonos maradéki, akkor azok kiilonbsége oszthatd lenne
ottel, de ez a kiilonbség a b, 2b, 3b, 4b szamok egyike, igy nem oszthaté ottel, ha b sem.

Az 6t felsorolt szam 0tos maradékai — nem feltétleniil ebben a sorrendben — tehat 0, 1, 2, 3
és 4. Vagyis a szamok kozott van 5-tel oszthato, és az csak tugy lehet prim, ha személyesen az 5.
Tehat ez azt jelenti, hogy a sorozat elemei kozott szerepel az 5. Mivel a differencia legalabb 6, igy
ez csak az elso elem lehet, azaz a. Ilyenkor azonban a hatodik tag, a korabban nem emlitett a+50
is oszthato ottel, igy nem lehet prim. Tehat ottel nem oszthatd differencidval nem készithetd hat
pozitiv prim elembol all6 szamtani sorozat.

4. (Hazi) feladat Mutassuk meg, hogy ha egy pozitiv szamokbdl allé szamtani sorozat-
nak tobb mint n kiilonbozé eleme van, akkor a sorozat differencidja oszthatd az Gsszes
n-nél nem nagyobb primmel!

A 3-4. feladatok allitasa szerint hattagu sorozathoz olyan differenciat kell valasztanunk, ami
2-vel, 3-mal és 5-tel is oszthatd, vagyis hattagi sorozat differencidjanak osztéja a 30. Ilyen van,
példaul a 7, 37, 67, 97, 127, 157. Tovabb is mehetiink: ha nyolctagu sorozatot akarunk gyartani,
akkor a 7-tel val6o oszthatdsag is bejon, minél hosszabb szamtani sorozatot akarunk, annal tobb
mindennel kell oszthaténak lennie a differencianak. Tehat mondjuk a 15 tagu, csak primekbdl allé
szamtani sorozat differenciajanak oszthaténak kell lennie 2-3-5-7-11-13-mal. Ez mar egy elég nagy
szam!

Vajon milyen hosszt ilyen szamtani sorozatot ismertink? Azt gondolhatnank, hogy szamitégépeink
jelenlegi fejlettsége mellett mar 30 000 vagy talan méar 500 000 primszambdl all6 szamtani soroza-
tot is taldltak. Ehhez képest a valasz meglepden kicsi. A pillanatnyilag — azaz 2005. november
22-én — ismert leghosszabb sorozat csak 22, azaz huszonkét tagi! Ilyen hossziibol viszont harmat
is tudunk, fme (k €{0, 1, 2, ..., 21}):
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28 383 220 937 263 + 1 861 263 814 410 k, ahol 1 861 263 814 410 = 2-35-5-7-11-13-17-19-23-103;

11 410 337 850 553 + 4 609 098 694 200 k, ahol 4 609 098 694 200 =
23.3.5%.7-11-13-17-19-23-1033;

376 859 931 192 959 + 18 549 279 769 020 k, ahol 18 549 279 769 020 =
22.3-5-7%-11-13-17-19-23-5939.

A differencidk meglehetdsen gazdasagosak: felbontasukban szerepel az Gsszes 22-nél kisebb
prim — lattuk, ez feltétleniil sziikséges — , illetve a 23 — amit igazan érdemes belevenni —, és ezeken
kiviil csak nagyon kevés tényezo.

Tehat ott tartunk, hogy 22, de hol vagyunk az akarmilyen hosszitél? Masfél évvel ezel6tt jott
a megdobbento hir, hogy bebizonyitottdk:

6. Tétel (Ben Green, Terence Tao, 2004) Tetszdleges véges hosszusdgi, csak
primekbol dllo szamtani sorozat létezik.

Nem tudjuk, hogy miképp lehet egy 23 vagy 100000 tagu ilyen sorozatot talalni, de azt mar
tudjuk, hogy ilyenek léteznek.
Ajanlé
Korabbi eredmények a témaban: http://mathworld.wolfram.com/PrimeArithmeticProgression.html
Ben Green és Terence Tao cikke: http://arxiv.org/PS_cache/math/pdf/0404/0404188.pdf vagy http://front.math.ucdavis.edu,/x

Erdekességként megjegyezzik, hogy az egyik szerzd, Ben Green, Budapesten dolgozott fél évig
a Rényi Matematikai Kutatointézetben.
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4. Ikerprimek

Csak két olyan szomszédos szdm van, amelyek kozil mindkettd prim: a 2 és a 3, hiszen
szomszédos szamok egyike paros és a 2 az egyetlen paros prim. Osidok ota foglalkoztatja a
gondolkoddkat, hogy hanyszor fordul el6, hogy két prim kiilonbsége 2.

Ikerprim nek neveziink két primet, ha kilonbségik kettd.

Ikerprimek pl. a3ésazb,azbésa7,all és13,al7és 19, a 29 és 31, sth. Maig megoldatlan,
hogy hany ikerprim szampar van.

Ikerprim-sejtés végtelen sok ikerprim van.

Tavaly megjelent a hir az interneten, hogy ,,majdnem” megoldottdk a sejtést. A bizonyitds
hibasnak bizonyult, de a szerzdk, kiegésziilve a magyar Pintz Janossal és egy Y. Motohashi nevii
japan urral, 2005-ben tényleg eloreléptek a kérdésben, de szd sincs rdla, hogy igazoltak volna a
sejtést. Az alabbiakban megprébalom érzékeltetni ezt az elérelépést. Elozetesen lassunk néhény
kapcsolddd eredményt!

Az eddigi legnagyobb ikerprimeket Jarai Antal és munkatarsai talaltdk meg 2005 szeptember
9-én. Ezek a primek 51779 jegybdl dllnak. Konkrét alakjuk:

16 869 987 339 975-2171960 4 1

5. (hazi) feladat (harmasikrek) Hényszor fordul el6, hogy p, p+2 és p+4 is prim?

A szdmelmélet sajatossiga, hogy nagyon egyszertien megfogalmazhatok olyan kérdések, ame-
lyek az Okortél méig megoldatlanok, ugyanakkor szamos ezektdl alig kiilonbozé kérdést mar a
kozépiskolasok is meg tudnak vélaszolni.

7. Tétel Az ikerprimek sokkal | kevesebben” (azaz joval ritkabban) vannak, mint a
primek.

A pontos allitdst nem mondjuk ki, csak ravilagitunk, hogy mir6l van sz6. Meglehetdsen jol
le tudjuk irni, hogy valamely adott szamig hany prim van és ehhez képest egy sokkal kisebb,
elenyészo fliggvénnyel tudjuk feliilrol becsiilni az ikerprimek szamat. Ez az eredmény kb. 80 éve
ismert.

Most engedjiik meg, hogy a két szamnak, melyek kiilonbsége 2, csak az egyike legyen prim,
a masik csak ,,majdnem-prim” legyen! , Majdnem-primen” mondjuk értsiik azt, hogy legfeljebb
100 000 primosztéja lehet. Ilyen eredmény van: végtelen sok (prim, majdnem-prim) par van kettes
kiilonbséggel. Mit gondolnak, mennyit lehet engedni a 100 000-bdl, hogy igaz maradjon az allitas?
Az eredmény megdobbento:

8. Tétel a majdnem ikerprimekrol Végtelen sokféleképpen vdlaszthato ki két szdm
ugy, hogy kilonbségiik ketto és eqyikik prim, mdsikuk pedig legfeljebb két prim szorzata.

Ez az eredmény kb. negyven éves. A hasonldsag ellenére az Ikerprim-sejtés megoldasa nem
tlinik reményteljesnek.

Nézziik meg mi tortén az idei évben, azaz 2005-ben! A kovetkezot vizsgaljuk: | milyen kozel
lehet egymaéshoz két szomszédos prim?”.

Jelolje P, az n-edik primszamot (tehat Py=2, P,=3, P3=5, stb.)!

3. kérdés Vajon milyen kicsi lehet P, 1 — P, végtelen sokszor? ‘
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Ez a kiilonbség persze idonként nagy, s6t akarmilyen nagy is lehet, de ez nem baj. Az Ikerprim-
sejtés szerint végtelen sokszor lehet 2. Azt gondolhatnank, hogy taldn mér ismert: az emlitett
kiilonbség végtelen sokszor legfeljebb 4. Errdl szd sincs. Még azt sem tudjuk bebizonyitani, hogy
végtelen sokszor lehet egy adott konstansnal kisebb, pl. nem tudjuk bizonyitani, hogy végtelen
sokszor lehet 101°"-nél kisebb, pedig ez egy hihetetleniil nagy szam. Akkor mégis, mi lehet az
eredmény?

Ehhez meg kell el6szor értentink egy klasszikus eredményt.

9. Primszamtétel (Hadamard, de la Vallée Poussin, 1896) P, ~ n - Inn.

A tétel tehdt azt mondja ki, hogy az n-edik primszam kb (n- In n), ahol In az e ~ 2,71 alapui
logaritmust jeloli. A | kb” pontos jelentése itt ,,aszimptotikus egyenloség”, azaz

P,
lim

=1.
TL—)OOn.lnn

Megjegyezziik, hogy a fenti tétel azt is igazolja, hogy a szamelmélettel az egészségiink érdekében
is ajanlott foglalkozni, hiszen de la Vallée Poussin 96 éves kordaban, Hadamard pedig 98 évesen
halt meg.

Késobb latni fogjuk, hogy a Primszamtételbol kovetkezik az alabbi tétel:

10. Tétel Létezik olyan c konstans, amelyre P, 1 — P, < clnn végtelen sok n-re teljestil.

Sokaig foglalkoztak azzal, hogy ezt a ¢ konstanst a lehet6é legkisebbre csokkentsék. 2005-ig
sikeriilt ¢ ~ 0.4-ig eljutni. Ekkor, tehat 2005-ben, jott ebben a megkozelitésben az emlegetett
jelentos attorés:

11. Tétel (Goldston, Motohashi, Pintz és Yildirim) Tetszdleges pozitiv ¢ konstan-
shoz végtelen sok olyan kulonbozé n pozitiv egész taldlhato, amelyre P,y1 — P, < clnn
teljesiil.

Itt tartunk ma.

Megjegyezziik, hogy log1y 7 (ami In n-tél csak egy konstans szorzéban kiilénbozik) lényegében
azt mondja meg, hogy az n szdm hany jegybdl all. Tehat a 11. Tétel jelentése az, hogy két
szomszédos prim tavolsaga végtelen sokszor kisebb lesz, mint a primek jegyeinek szam, sot a
jegyek szamanak tizedénél, szazadandl, ezredénél, stb is végtelen sokszor kisebb lesz a kiilonbség.
Ez még mindig nagyon messze van attol, hogy 2-nél is végtelen sokszor kisebb a kiilonbség.

Felelevenitjiik a ,,Beharangozdban” irt hasonlatot: azt ,,sejtjiik”, hogy egy gyufaszal mérete 2
cm. Eddig azt tudtuk belatni, hogy egy gyufaszal révidebb, mint az Egyenlito és a Margit-hid
tavolsaga, most pedig mar azt is tudjuk, hogy az Egyenlito és a Lanchid tavolsaganal is rovidebb.
Masrészt a 11. Tétel biztatd, mert mindségileg mas a korabbi eredményeknél és Gj modszereket is
hozott.

Végil térjink vissza a 10. Tételre, hogy vazoljuk miként adddik a Primszamtételbdl.

A 10. Tétel bizonyitdsa Becsiiljiik meg a v/ N-edik és az N-edik prim kozti intervallum
hosszat!
Py = N -InN, mig Pz =~ VN -Inv/N = 0,5V/N - In N, igy a vizsgélt intervallum hossza:

(N —0,5vV'N ) -In N. Ebben az intervallumban (N — VN ) db prim van, melyek kozott az atlagos
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tavolsag:

USR8 )

Lathatd, hogy a jobb oldali képletben In N szorzéja N novekedtével 1-hez tart. Tehat elég nagy
N-re a VN -edik és az N-edik prim kozti egymds utdni primek &tlagos tavolsdga kisebb pl.
(1,0001 - In N)-nél, igy van koztiik két olyan — P, és P,,1 —, melyek tavolsidga kisebb (1,0001-In
N)-nél. Mivel VN < n,igy In N < (2-Inn), amibél

Pooi—P, <1,0001-InN < 2,00021lnn.

Elég nagy N-hez tehat mindig talalhato a fenti egyenlétlenségnek megfelelé n szam és konny
meggondolni, hogy az N-ek egy megfeleld névekvé sorozatdhoz (pl. N, N2, N* N® ..) tartozé
n-sorozat tagjai kiilonbozoek. Fz igazolja a 10. Tételt a ¢ = 2,0002 konstanssal.

Ajanlé

A Primszamtétel a Mathworld Enciklopédiaban:
http://mathworld.wolfram.com/PrimeNumberTheorem.html
Ugyanott az ikerprimekrol: http://mathworld.wolfram.com/TwinPrimes.html
A 11. Tétel elsé publikacidja: http://front.math.ucdavis.edu/math.NT /0505300
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