MEGOLDASOK
ATVETELI VIZSGA A 9C (SPEC. MAT.) OSZTALYBA
BUDAPESTI FAZEKAS MIHALY GIMNAZIUM, 2022. JANUAR 14.

1. (5 pont) Akos ebédelni megy egy étterembe. Az étterem kindlata az alabbi (a hus nélkili fogasokat
v-vel jeloltiik):

o Levesek: gyiimolesleves (v), paradicsomleves (v), marhahtsleves.
o Féételek: marhaporkolt, sertéscsiilok, rantott sajt (v), rantott his, mékos tészta (v).
o Desszertek: fagyikehely (v), gyiimolestorta (v).

Akos egy levest, egy féételt és egy desszertet szeretne enni, de nem hisz a vegetdridnus étrendben, igy
mindenképpen szeretne hust is enni. Hanyféleképpen rendelhet?

Megoldas. A kovetkezdképpen szamoljuk oOssze a rendeléseket: kiszamoljuk, hanyféleképpen rendelhet
Akos, majd kivonjuk azokat a vélasztdsokat, melyek csupa his nélkiili fogasbdl allnak.

Akos dsszesen 3-féle levest, 5-féle f6ételt és 2-féle desszertet valaszthat, tehat Gsszesen 3 -5 -2 = 30-
féleképpen rendelhet. Azonban 2 leves, 2 f6étel és 2 desszert nem tartalmaz hust, ezekb6l 2-2-2 = 8 olyan
rendelés készithetd, melyek csupa his nélkiili ételekbol dllnak. Ezeket kivonva 30 — 8 = 22 olyan rendelés
van, amely tartalmaz hist. O]

2. (5 pont) Lili és Kata bélyeget gytijtenek. Lilinek kezdetben masfélszer annyi bélyege volt, mint
Katanak. Egy év alatt Lili 20, Kata 100 1j bélyeget gytijtott, igy mar Katanak lett masfélszer annyi
bélyege, mint Lilinek. Hany bélyege volt kezdetben a két lanynak egytitt?

Megoldas. Jelolje x, hogy hany bélyege volt Katanak kezdetben. Ekkor Lilinek %x bélyege volt ugyanekkor.
Egy évvel késébb Lilinek %a: + 20, mig Katanak x 4+ 100 bélyege lesz, ahol utébbi %—szerese az elobbinek,

tehat felirhat6 az alabbi egyenlet:
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A zéardjelet felbontva

9
o430 =+ 100,

azaz %x = 70, azaz © = 70 - % = 56. Tehat Lilinek 56, és igy Katanak, % - 56 = 84 bélyege volt. Azaz

kettejiiknek egyiitt 56 + 84 = 140 bélyegiik volt kezdetben. O]

3. (6 pont) Hany olyan négyzetszdm van, amely nagyobb, mint 9%, de kisebb, mint 497

Megoldds. 9* = (9%)? = 812 és 49 = (22)? = 2% = (29)2 = 5122 maguk is négyzetszdmok, tehat a kozottitk
levé négyzetszamok:
82%,83%,...,511%

Ez 6sszesen 511 — 82 + 1 = 430 darab négyzetszam®. n

LAz atvételi vizsga végén kiosztott verzidban ez helyteleniil szerepelt, koszonjitk Luo Hannak, hogy jelezte a hibét.



4. (8 pont) Az ABCDEF szabalyos hatszog tertilete 60 egység. A C'D és ez E'F oldalak egyenesei a G
pontban metszik egymast. Hany egység a BC'G haromszog tertilete?

Megoldas. Ismert, hogy egy szabdlyos hatszog felbonthaté hat egybevagd szabalyos haromszogre, ha K-
val jeloljik a hatszog kozéppontjat, akkor ABK, BCK,CDK, DEK, EFK, FAK lesz ez a hat szabéalyos
haromszog. Egy-egy ilyen szabalyos haromszog teriilete 10 egység.
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DGE is egy szabdlyos haromszog, mivel EDG< és GED< egyarant a szabalyos hatszog kiilsé szogei,
azaz 60 fokosak. Mivel DFE egy kozos oldala a DE K haromszoggel, ezért DGE is egybevagd a masik hat
szabdalyos haromszoggel, tertilete ugyanigy 10 egység.

A BCDE paralelogramma négy ilyen szabalyos haromszogbol all 6ssze, tehat a teriilete 40 egység.
A paralelogramma atloi felezik a teriiletét, igy a BG atld behuzasa két, egyenként 20 egység teriiletii
haromszogre vagja szét a paralelogrammat. Ezen haromszogek egyike a keresett tertiletti BC'G haromszog.

Tehat a BCG haromszog teriilete 20 egység. O]
8
5. (8 pont) Egy sakktdbla néhdny mezéjére szeretnénk bastyat alli- g
tani ugy, hogy mind a 32 fehér mez6t fenyegesse legalabb egy bastya. 5
Legalabb hany bastya sziikséges ehhez? 4
Egy béstya a sordban és az oszlopaban levé mezéket fenyegeti (azt a 3
mez6t is, amelyiken all). ?

ABCDEFGH

Megoldds. Minden sorban és minden oszlopban 4 mez6 van, ezért egy bastya 4 + 4 = 8 mezdt fenyeget,
amennyiben s6tét mezén all; de csak 7-et, ha vildgos mezén all (hizsen ilyenkor a sajat mez6jét a sordban
és oszlopaban is szamoljuk).

Tehat 3 vagy kevesebb bastya nem lehet elég, hiszen ezek legfeljebb 8 - 3 = 24 vildgos mez6t tudnanak
fenyegetni a 32-bol.

4 bastya is csak akkor lehet elég, ha mindegyikiik so6tét mezén all, és az altaluk fenyegetett vilagos
mezOk kozott nincs dtfedés (azaz nincsen tobb béstya altal is fenyegetett vildgos mezd). Ez megvaldsithato,
példaul ha az A1, C3, E5 és G7 mezokre helyezziik a bastyakat:
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Tehat legalabb 4 bastya sziikséges az Gsszes vilagos mez6 fenyegetéséhez. O]



6. (10 pont) Egy n pozitiv egész szamot felfivédonak neveziink, ha n minden primtényezéjét 1-gyel
megnovelve, majd ezeket 6sszeszorozva n egy tobbszorosét kapjuk. Példaul, a 12 felfavédd, mivel a prim-
tényezds felbontésa 2 -2 -3, és (24 1)(2+ 1)(3 4+ 1) = 36 tobbszorose 12-nek.

Add meg az 6sszes haromjegyt felfivodo szamot.

Megoldds. A felfavodo haromjegyti szamok a kovetkezok: 144, 216, 432, 864.
Ezek valéban felfuvodok, hiszen:

e 144=2%.32 és (24 1)1 (34+1)2 =34. 24 = 32. 144;

¢ 216=12%-3% 65 (2+1)%- (3+1)3=3%.20=23.216;

)
( )

e 432 =24.3% 65 (24 1)*- (3+1)3 =3%.26 =22.432;
2+ )

¢ 864=2°-3%és (2+ 1) (3+1)>=3"-20=2.864.

Belatjuk, hogy ezeken kiviil mas felfiv6d6 haromjegyi szam nincs. Legyen n egy (1-nél nagyobb) felfuvédé
szam, és jelolje m azt a szamot, amelyet a primtényezok 1-gyel val6 novelésével kapunk (tehat m-et kell
osztania n-nek a felfuvddé tulajdonsig teljesiiléséhez).

El6szor bebizonyitjuk, hogy n mindegyik primtényezdje 2 vagy 3. Tekintsiik n legnagyobb primosztéjat,
ezt jelolje p. Mivel n felfuvddd, m-ben is szerepelnie kell a p primtényezonek. (p + 1) biztosan nem lehet
oszthat6 p-vel (hiszen p > 1). Ha ¢ egy kisebb primtényezéje n-nek, akkor még ¢ + 1 is szinte mindig
kisebb, mint p, és igy persze oszthato sem lehet p-vel. Egyetlen kivételként csak az lehetséges, ha p = ¢+ 1.
Ez két primszamra csak akkor teljesiilhet, ha p = 3 és ¢ = 2.

Tehét ha n felfavodo, akkor felirhaté 2¢ - 3% alakban, ahol a és b nemnegativ egész szdmok. Ekkor:

=(2+1)* (3+1)°=3%4"=2%".3%

ami pontosan akkor oszthat6 2¢ - 3-nel, ha a < 2b és b < a.
Azaz egy szam pontosan akkor felfivédd, ha 2¢ - 3% alaki gy, hogy b < a < 2b.
Az Osszes ilyen alaki, haromjegy(i szam megtalalasihoz bontsunk esetekre b lehetséges értékei szerint:

1. Ha b <1, akkor a < 2, de 22 - 3 még béven kisebb, mint 100.

2. Ha b = 2, akkor a lehet 2, 3 vagy 4, de 23 - 32 = 72 még csak kétjegytll, 2¢ - 32 = 144 pedig éppen az
egyik a keresett szamok koziil.

3. Ha b = 3, akkor a lehet 3, 4, 5 vagy 6. Az elsé hdrom eset adja a 2% - 33 = 216, a 2*-3% =432 és a
23 . 3% = 864 eseteket, de 26 - 33 = 1728 mdr négyjegyi.

4. Ha b > 4, akkor a > 4, de mér 2* - 3* = 1296 is t6bb, mint 1000.

Tehat valéban nincs mas haromjegyti felfivodéd szam. m

A feladatsort dsszedllitotta és a megolddsokat lejegyezte: Hujter Balint (az 1. feladat megolddsdt valtoztatds
nélkil kerult at 13. Diirer Verseny online forduldjanak megolddkulcsabdl).



